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Résumé

Un des problemes les plus importants dans le domaine de 'extraction d’information dans
les documents semi-structurés est la spécification de requétes n-aires. Dans le contexte du
Web, nous représentons les documents HTML ou XML par des arbres d’arité non bornée.
Evaluer une requéte n-aire dans un arbre revient alors a sélectionner un ensemble de n-uplets
de noeuds de 'arbre. Nous proposons un langage de spécification de requétes n-aires basé
sur la composition de requétes monadiques dans les arbres d’arité bornée. Nous donnons
un algorithme efficace pour répondre aux requétes de composition. Nous prouvons que le
langage de composition capture toutes les requétes régulieres, ie les requétes exprimables en
logique monadique du second ordre (MSO). La preuve utilise la correspondance entre les
automates d’arbres et MSO, établit par le théoréeme fondateur de Thatcher et Wright. Enfin,
nous étendons la composition au cas des arbres d’arité non bornée, via un codage vers les
arbres binaires, et prouvons que le langage capture toujours les requétes n-aires régulieres.
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Chapitre 1

Introduction

Un des problemes les plus importants en extraction d’information et en transformation
de documents est de pouvoir spécifier et répondre a des requétes dans les documents semi-
structurés, i.e. des documents structurés (sous la forme de titres, de tableaux ...) mais conte-
nant aussi des parties non structurées (comme par exemple du texte brut).

Arbres d’arité bornée ou non bornée Dans le contexte qui nous intéresse ici, a savoir
le Web, les pages HTML ou XML (Eztensible Markup Language [2]) sont des documents
semi-structurés. Nous les représentons par des arbres, dont le feuillage contient les données
textuelles (voir la figure 1.1). Dans cet exemple, il apparait que les arbres sont ordonnés (les
fils d'un noeud sont ordonnés), et qu’un noeud peut avoir un nombre non borné de fils (par
exemple le noeud étiqueté par LIST). On parlera d’arbres d’arité non bornée. A I'inverse,
nous parlons d’arbre d’arité bornée lorsqu’il existe une borne globale fixée sur le nombre de
fils d’un noeud.

Requétes dans les arbres Dans le contexte des arbres, effectuer des requétes revient a
sélectionner des noeuds (requétes unaires ou monadiques) ou des n-uplets de noeuds (requétes
n-aires) qui satisfont une certaine propriété. La figure 1.2 donne un exemple de requéte
monadique qui sélectionne tous les emails d’une liste. Une requéte binaire sur 'arbre de la
figure 1.2 pourrait étre extraction de toutes les paires (n,m) ol n est un nom, m est un
email, et n et m sont freres, le résultat d’une telle requéte sur I’arbre de la figure 1.2 est donné
figure 1.3.

Etat de lart et problématique Le cas des requétes monadiques dans les arbres d’arité
bornée ou non bornée a été tres largement étudié, et il existe plusieurs formalismes pour
exprimer ce type de requétes. Un état de I'art est donné dans [15]. Citons par exemple Data-
log Monadique[13, 14] inspiré de la programmation logique, le standard pour les documents
XML, XPATH, et des dérivés de XPATH comme XQuery et XPATH Conditionnel[15], les
automates de requétes [16], les requétes par automates a pas [8], des logiques modales comme
LTL, CTL, PDL, et une logique de point fixe, le p-calcul [15]. Il existe peu de formalismes
pour les requétes n-aires, nous pouvons citer les requétes par automates d’arbres [17] qui ad-
mettent un algorithme de réponse en temps polynomiale, et ont une bonne expressivité (nous
préciserons plus tard ce que nous entendons par «bonnes); XPATH Conditionnel pour les
requétes binaires ; la logique monadique du second ordre (MSO), qui n’admet pas d’algorithme
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4 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

<LIST>
<ITEM>
<NAME>
Eloise
</NAME>
<EMAIL> LIST
Eloise@abélard.fr
</EMAIL>
</ITEM>
<ITEM>

<NAME> A A
Abélard N |ME EMAIL NAME EMAIL

</NAME> Eloise Elo’l’se@a|bélard.fr Abé|1ard Abélard|@élo'1'se.fr
<EMAIL>

Abélard@éloise.fr
</EMAIL>

</ITEM>

</LIST>

ITEM ITEM

Fic. 1.1 — Un document XML et sa représentation arborescente

de réponse en temps polynomiale. L’étude de ces formalismes nous a conduit a soulever le
probleme suivant : quel formalisme adopter pour spécifier les requétes n-aires, ayant une
bonne expressivité, permettant de répondre rapidement aux requétes, facilement spécifiable
par un utilisateur, et ayant de bonnes propriétés d’apprenabilité 7

Contribution : composition de requétes monadiques Nous proposons un formalisme
de requétes n-aires basé sur la composition de requétes monadiques. Composer des requétes
monadiques permet d’utiliser les formalismes de requétes monadiques déja existants et par la-
méme permet d’avoir une certaine généricité dans les algorithmes, qui sont alors paramétrés
par des fonctions dédiées aux requétes monadiques.

On peut de plus composer des requétes monadiques de différents formalismes, certains
s’appuyant plutot sur la structure de l'arbre (par exemple pour sélectionner des zones),
d’autres sur le contenu textuel des noeuds.

Enfin, si on veut extraire de I'information dans les pages Web via les liens hypertextes, il
peut étre intéressant de pouvoir composer des requétes. Une premiere requéte sélectionne les
liens, et une deuxieéme requéte s’applique dans les pages pointées par les liens précédemment
sélectionnés.

Nous proposons plus particulierement un langage de composition de requétes avec res-
triction dans les sous-arbres. Cette idée s’inspire d’une vision naturelle de ’extraction d’in-
formation. Lorsqu’un lecteur recherche une information dans une page de journal, il regarde
globalement la structure de la page, les gros titres, et sélectionne une zone de la page qu’il
juge pertinente. Ensuite, il approfondit sa recherche dans la zone sélectionnée en répétant le
méme processus. Si on voit la page de journal comme un arbre — I'arbre du découpage de
cette page — sélectionner une zone revient a sélectionner un noeud de I’arbre par une requéte
monadique, et approfondir la recherche revient a faire une autre requéte dans le sous-arbre



LIST

ITEM ITEM

NAME EMAIL NAME EMAIL

| , | | |
Eloise Eloise@abélard.fr Abélard Abélard@éloise.fr

Résultat : {Eloise@abélard.fr, Abélard@éloise.fr}

F1a. 1.2 — Une requéte monadique : extraire I’ensemble des emails (en gras), et son résultat

Résultat : {(Abélard, Eloise@Qabélard.fr) , (Eloise, Abélard@éloise.fr)}

Fi1G. 1.3 — Résultat de la requéte binaire sur ’arbre de la figure 1.2 : extraire tous les couples
de fréres (nom, email)

sélectionné précédemment.

Une seconde motivation est le fait que, par exemple, dans la recherche de couples de noeuds
dans un arbre, les ancétres communs du couple constituent une information importante sur
la relation qu’entretiennent les éléments du couple. Une tache d’extraction pourrait alors étre
la sélection (monadique) d’un noeud intermédiaire représentant I’ancétre du couple, puis, de
maniere indépendante, la sélection de la premiere composante, suivie de la sélection de la
deuxieme. En trouvant un formalisme explicitant le role que joue les ancétres communs, on
peut espérer trouver certaines classes de requétes pour lesquelles I’évaluation est tres efficace.
Reprenons larbre de la figure 1.2. Pour extraire les couples de fréres (nom, email), une
premiere requéte monadique pourrait étre la sélection d’un noeud intermédiaire ITEM, puis,
dans le sous-arbre dont la racine est ITEM, la sélection, en parallele, du nom, et de ’email. .

Cette idée s’inspire aussi du systeme d’extraction LixTo [5]. Ce systéme permet de spécifier
visuellement une requéte par sélection de zones, et spécifications de sous-requétes dans les
zones précedemment sélectionnés. Par exemple, 'utilisateur charge une page web, comme la
liste d’objets d’'une page du site Ebay, sélectionne la zone d’un objet, et dans cette zone,
sélectionne le prix. Le systeme généralise sur les expressions régulieres de chemins allant de
la racine aux zones des objets, afin de permettre la sélection de toute zone d’objet, et pas
seulement celle prise en exemple par l'utilisateur pour spécifier la requéte. L’expressivité du
langage logique ELOG utilisé dans LixTo est étudiée dans [12]. Cependant, bien qu’étant
clairement un formalisme pour les requétes monadiques, son extension a un formalisme de
spécification de requétes n-aires n’est pas tres claire.

Enfin, le processus naturel d’extraction sous-jacent au formalisme proposé peut laisser
penser qu’il a de bonnes propriétés d’apprentissage. Nous détaillons ensuite ce que nous
entendons par «apprentissage ».
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Apprentissage de wrappers Une autre problématique liée a l'extraction d’information
est I'apprentissage de wrappers. Un wrapper est un programme d’extraction d’information.
Pour une classe de document donnée, 'utilisateur pourrait écrire son wrapper «a la main »,
ce qui n’est réservé qu’aux informaticiens, et n’est pas invulnérable aux nombreuses erreurs
de codage. Une solution a ce probléme est alors d’apprendre automatiquement les wrappers,
a partir d’'un ensemble fini d’exemples fournis par l'utilisateur. L’utilisateur sélectionne des
éléments a extraire dans une page web, et le systeme apprend le wrapper correspondant ; ceci
est 'apprentissage a partir d’exemples positifs seuls. Malheureusement, ce mode d’apprentis-
sage n’est parfois pas possible, et on a besoin d’exemples négatifs, i.e. d’éléments de la page
web dont on sait qu’ils ne doivent pas étre sélectionnés. L’utilisateur devrait donc étre capable
de sélectionner des éléments pertinemment négatifs, ce qui suppose une connaissance préalable
du systeme d’apprentissage. Une solution a ce probléeme est de faire interagir le systeme d’ap-
prentissage et I'utilisateur. Le systeme apprend un wrapper Wy a partir d’exemples positifs,
réalise la tache d’extraction sur un ensemble de documents donnés par 'utilisateur, et I'utili-
sateur indique au systeme quels noeuds n’auraient pas du étre extraits, fournissant ainsi des
exemples négatifs, le systéeme réapprend un wrapper Wi, etc... ces interactions continuent tant
que l'utilisateur n’est pas satisfait. L’apprentissage de requétes monadiques par automates a
pas via un systeme interactif est étudié dans [7]. Malheureusement, l'apprentissage de requétes
par automates a pas n’est pas facilement généralisable au cas n-aire, et I'idée de naturelle
de la composition de requétes monadiques fait penser que la composition est un formalisme
bien adapté a ’apprentissage de requétes n-aires, qui permettrait de plus d’utiliser les tech-
niques d’apprentissage des requétes monadiques. Cependant les propriétés d’apprenabilité de
la composition n’ont pas été étudiées durant le stage.

Mesurer ’expressivité Les formalismes de requétes recherchés doivent étre de bons com-
promis entre expressivité et efficacité de réponse. Mesurer I'expressivité d’un formalisme se fait
par comparaison avec des formalismes existants. On cherchera en particulier & exprimer une
requéte d’un formalisme dans un autre, ou a prouver qu’il existe une requéte non exprimable
dans un formalisme donné. Le formalisme «étalon» dans le contexte des structure arbores-
centes est la logique monadique du second ordre (MSQO), car les langages d’arbres définissables
en MSO sont exactement les langages d’arbres réguliers, i.e. les langages reconnus par auto-
mates d’arbres [19]. De plus, les documents XML sont souvent fournis avec une DTD, et le
formalisme des DTDs étendues a la méme expressivité que MSO [20]. Cependant, MSO n’est
pas un bon formalisme pour les requétes n-aires, car le model checking d’une formule ¢ par
un arbre t est en temps O(21?11), ou |¢| est la taille de la formule, et |¢| la taille de I'arbre
[11]. Malgré ce résultat, il existe des formalismes ayant la méme expressivité que MSO et
admettant des algorithmes efficaces pour le model checking, en particulier, le formalisme de
composition proposé ici a la méme expressivité que MSO, et nous proposons un algorithme
en O(|t|I!) pour le probleme du model checking.

Plan Le deuxieme chapitre reprend et formalise certaines notions déja rencontrées dans cette
introduction, et donne des notions préliminaires a I'introduction du formalisme de composition
de requétes, qui fait 'objet du troisieme chapitre. Dans le quatrieme chapitre nous donnons
la preuve que ce formalisme & ’expressivité de MSO, lorsque les requétes monadiques sont
MSO-définissables, et donnons un corollaire important de la MSO-complétude. Enfin, dans
le cinquiéme chapitre nous étendons la composition au cas des arbres d’arité non bornée, en



passant par un codage binaire et en se ramenant au cas borné. Nous donnons la preuve de
MSO-complétude dans le cas des arbres d’arité non bornée.

Equipe de recherche Ce sujet s’inscrit dans le cadre du projet INRIA MOSTRARE [4]
(Modéles de structures arborescentes, apprentissage et extraction d’information), dont 1’ob-
jectif est le développement de nouvelles techniques de recherche et d’extraction d’information
utilisant la structure arborescente des documents. Les deux axes de recherche du projet sont
I’étude et la définition de modeles et d’algorithmes pour des structures arborescentes adaptés
a la tache d’extraction d’information, et la conception d’algorithmes d’apprentissage utilisant
la structure arborescente des documents.
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Chapitre 2

Requétes dans les arbres d’arité
bornée

On désigne par N, 'ensemble {1,...,k} et par ¥ un alphabet fini. Etant donné un n-uplet
iy . — .8
s~ d’éléments, on note proj,('s’) la i-eme composante de ce n-uplet.

Dans ce chapitre, nous définissons les arbres d’arité bornée, la notion de requétes n-aires,
et présentons deux formalismes pour les requétes n-aires, les requétes par formules de la
logique du second ordre (MSO), et les requétes par automates.

2.1 Arbres ordonnés d’arité bornée

Rappelons que nous représentons les pages HTML/WEB par des arbres. Comme les balises
HTML sont en nombre fini, et que pour une DTD donnée, les balises XML le sont aussi, il
est légitime de travailler sur un alphabet ¥ fini. De plus, dans les taches d’extraction dans les
documents semi-structurés, le texte (c’est a dire les feuilles), est représenté par un symbole
unique ou parfois un nombre fini de symboles (représentant la catégorie du texte, ou la police,
etc...). On extrait donc une abstraction du texte, tache qui pourra étre prolongée par des
techniques d’extraction dans le texte brut (grep par exemple), cette seconde phase ne faisant
pas partie du sujet de stage.

En outre, nous avons vu que certaines balises pouvaient avoir un nombre non borné de fils
dans la représentation arborescente, on parle alors d’arbres d’arité non bornée. Néanmoins, on
peut coder — comme on le verra dans le quatrieme chapitre — ce type d’arbres dans les arbres
d’arité bornée définis ci-apres; c’est pourquoi notre étude commence par les arbres d’arité
non bornée. Ces arbres sont un peu différents des arbres de [’algebre des termes définie dans
[9], ou chaque symbole de 'alphabet a une arité unique. Ici les symboles qui étiquettent les
noeuds peuvent avoir différentes arités, mais ces arités sont bornées par un entier fixé.

Définition 1 (Domaine d’arbre d’arité k). Un domaine d’arbre d’arité k est un sous-
ensemble fini D de Nj (monoide libre sur Nj) tel que :

1. sim € D et n’ est un préfixe de m, alors 7’ € D

2. si mi € D pour ¢ € N, alors pour tout 0 < j <, mj € D

Sans ambiguité sur ’arité, on parlera de domaine d’arbre. Les éléments de D sont appelés
noeuds ou positions. On parlera donc aussi d’ensemble de noeuds pour désigner D. Les préfixes

9



10 CHAPITRE 2. REQUETES DANS LES ARBRES D’ARITE BORNEE

d’un noeud 7 sont appelés ancétres et un noeud i est appelé i-ieme fils de w. La condition
1 impose que tous les ancétres d’un noeud m € D soient dans D, et la condition 2 dit
intuitivement que 'existence du i-eme fils d’un noeud est conditionnée par I'existence du j-
ieme fils de ce noeud pour tout j plus petit que 7. Enfin, le noeud € est appelé racine et les
noeuds m € D tel que 71 ¢ D (i.e. des noeuds sans fils) sont appelés feuilles.

Exemple 1. Voici une représentation arborescente du domaine d’arbre D = {¢,1,11,12,2, 21,22, 23,231} :

T 12 97 99 93

|
231

Les positions dans cette représentation constituent une information redondante, D pou-
vant simplement étre représenté par :

Un domaine d’arbre décrit donc une structure d’arbre. Un arbre n’est alors rien d’autre
que la donnée d’un domaine, et d’un étiquetage des noeuds dans un alphabet X. Plus formel-
lement :

Définition 2 (Arbres ordonnés d’arité k£ sur X). Un arbre ordonné t d’arité k sur un
alphabet 3 est une application d’'un domaine d’arbre D d’arité k vers 3. L’ensemble D des
noeuds de l’arbre sera aussi noté dom(t).

Enfin, I'ensemble des arbres ordonnés d’arité bornée k sera noté T&, et on note Ty =
U T%, et on notera parfois 1abel?(r) pour ¢(r), voire label(r) lorsqu’il n’y aura pas d’am-
keN
biguité.

On parle d’arbres ordonnés car les fils d’'un noeud sont ordonnés. Il faut remarquer que
I’arbre n’est pas nécessairement complet, un noeud pouvant avoir moins de k fils. Définissons
maintenant la notion de sous-arbre :

Définition 3 (Sous-arbre). Etant donné un arbre ¢ sur un alphabet 3, et un noeud 7 €
dom(t), le sous-arbre induit par m (ou sous-arbre en position m) est 'arbre t| tel que dom(¢|)
est le domaine dom(t) relativisé au noeud 7 défini par :

dom(t|;) = {7 | 77’ € dom(t)}

et t|r est défini par :
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t|z : dom(t|r)

N
7! —  t(rr’)

Exemple 2. Sur ¥ = {a,b} voici la représentation d'un arbre ¢ d’arité 3 et du sous-arbre
t|13 en position 13 :

t = a t|13 = b
/\ o~
b a a b
T
a a b a
P

a b

On définit aussi un ordre partiel <* sur les noeuds d’un arbre qui décrit intuitivement la
relation «étre au-dessus de », qu’on appelle ordre préfize.

Définition 4 (ordre préfixe, hauteur, taille). Etant donné un domaine d’arbre D, Yordre
préfize <* sur D est défini par :

;. . ‘ /
7 <" 7' si et seulement si 7 est un préfixe de 7

La taille |t| d’un arbre ¢ : D — 3 est définie comme le cardinal de D.
La hauteur h(t) d'un arbre ¢t : D — 3 est définie par h(t) = maxrepl(m), ou l(m) est la
longueur du mot .

Arbres et grammaires On définira parfois une classes d’arbres d’arité bornée k sur un
alphabet ¥ par une grammaire. Par exemple, ’ensemble Tg peut étre vu comme ’ensemble
des arbres générés par la grammaire :

t o= a a€d
|f(t1,...,tn) feX,n<k
Les arbres t1,...,t, sont alors les sous-arbres de f(t1,...,t,) en position 1,2, ..., n res-

pectivement. Il sera alors parfois commode de faire des preuves par induction sur la structure
de l'arbre, le cas de base étant la feuille, ou de définir des fonctions sur les arbres inductive-
ment sur leurs structures. Par exemple, la taille d’'un arbre peut étre définie inductivement
par : |a| =1 pour a € X, et |f(t1,...,tn)| = X, |ti| + 1 pour f € ¥. De méme, le domaine
d’un arbre peut aussi étre défini inductivement sur la structure de 'arbre par dom(a) = {€} et
dom(f(t1,...,tn)) ={e} UU;_,{i-7 | m € dom(¢;)}. Comme I'ensemble des arbres générés par
la grammaire donnée ci-dessus est en bijection avec ’ensemble des arbres Tg, nous confon-
dons les notions d’arbre (une fonction d’'un domaine vers ’alphabet est vu comme un élément
généré cette grammaire et réciproquement).

2.2 Requétes n-aires dans les arbres

Définissons formellement la notion de requéte dans les arbres d’arité bornée.
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Définition 5 (requéte sur les arbres d’arité k). Une requéte n-aire q sur les arbres d’arité
k est une application qui & tout arbre ¢ € T¥ associe un sous-ensemble de dom(t)™ :

Vt € T% q(t) C dom(t)"
Une requéte monadique est une requéte 1-aire.

Définition 6 (union, intersection, produit, complémentaire, projection). Etant données
trois requétes m-aires q1,g2 et g sur et une requéte m-aire ¢’ sur Tg, on définit 'union q1 U ga
de q1 et g9, lintersection q1 N qo de q1 et go,le produit cartésien g x ¢’ de q et ¢/, la i-éme
projection proj,(q) de g, le complémentaire ¢¢ de g par :

(Ug)t) = qa(t)Ugl(l)
(@Ng)t) = alt)Ngll)
VtGTé (proji(q))(t) = {(7T1,...,7Ti_1,7ri+1,...,7Tn) : (7T1,...,7Tn> Eq(t)}
q“(t) = dom(f)" —q(t)
(g x q)(t) = q(t) x ¢'(t) modulo associativité

Le produit cartésien de deux requétes est pris modulo associativité, c’est a dire que
(M1, T, T, my) € (g X )(2) ssi (..o, ) € q(t) et (..., 7,) € /().

2.3 Requétes par formules MSO

Nous définissons un premier formalisme de requétes, qui utilise des formules de la logique
du premier order (FO), ou de la logique du second ordre (MSO). Avant de voir comment
les formules peuvent étre utilisées pour spécifier des requétes, nous définissons les logiques
utilisées, FO et MSO.

2.3.1 MSO [10, 15]

Certains formalismes logiques permettent de décrire des propriétés des noeuds d’un arbre,
d’axiomatiser une classe d’arbres, ou de spécifier des requétes. C’est le cas de la logique du
premier ordre, appelée FO (First Order), et de la logique monadique du second ordre, plus
expressive, appelée MSO (Monadic Second Order). Comme nous avons dit dans le chapitre
Introduction, MSO est le formalisme de référence pour comparer ’expressivité de tout for-
malisme de requéte, car les langages d’arbres MSO-définissables sont exactement les langages
d’arbres réguliers [19], ie les langages d’arbres reconnaissables par automates d’arbres, comme
nous verrons dans la section 2.4. Une logique est donnée par un ensemble de formules sur un
vocabulaire fixé et une classe d’interprétation des formules, i.e. une classe de structures sur
lesquelles ces formules sont interprétées. Dans le contexte des arbres d’arité bornée, la classe
d’interprétations sera ’ensemble des structures induites par les arbres. Nous donnons ici les
regles de formation des formules de MSO, le vocabulaire et les structures propres aux arbres
d’arité bornée, la relation de satisfiabilité des formules dans ces structures, et définissons le
probleme du model-checking.

On appelle vocabulaire un ensemble fini V' de symboles de relations (ou prédicats). Chaque
symbole P € V est muni d’un entier ar(P), son arité. On notera P(.,.) pour dire que le symbole
P est d’arité 2.
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Structure Une V-structure S (finie) sur un vocabulaire V' est la donnée d’un ensemble fini
dom(S) appelée domaine, et d’une relation R® C dom(S)™ d’arité n pour chaque symbole R €
V tel que ar(R) = n. La relation RS est encore appelé interprétation de R dans S. On écrira
plutot R%(eq,...,e,) au lieu de (eq,...,e,) € R, et S sera notée < dom(S), R%, P, ... >.

Arbre comme structure Tout arbre ¢ € T§ peut étre vu comme une structure sur le
vocabulaire T = {labelgy(.),Si(.,.),= (.,.)}aen1<i<k, dont le domaine est précisément le
domaine de l'arbre, et dont les symboles de prédicats sont interprétés par :

1. Pour tout i tel que 0 < i <k, S¥ = {(m, mi) | mi € dom(t)}
2. Pour tout a € ¥, labell = {r | t(r) = a}
3. = est interprété comme 1’égalité.

Dans la suite nous confondrons un arbre ¢ et sa structure associée
< dom(t), (SH)1<i<k, (Labell)qex >, et omettrons d’indiquer I’égalité, que nous supposerons
toujours présente. De plus, lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguité sur la structure d’interprétation,
on confondra les symboles de prédicats et leur interprétation.

MSO

Soit Var = {z,y, z,x1, T2, ...} un ensemble dénombrable de variables du premier ordre, et
un ensemble dénombrable {X,Y,Z, ...} de variables du second-ordre (notées en majuscule).

Définition 7 (syntaxe des formules de MSO). Une formule de la logique monadique du
second ordre sur un vocabulaire V' est définie inductivement par la grammaire :

¢ w= P(T)|zeX[Iw¢|IX o[ oV o

pour tout P € V d’arité n, avec = € Var™.

L’ensemble des formules de MSO sur le vocabulaire V' est noté MSO[V].

On définit ¢1 A ¢ par —(—¢1 V —d2), Vod par =Iz—¢, VX ¢ par -IX ¢, et ¢1 — ¢2 par
=1 V ¢o. Enfin, = désignera 1’équivalence syntaxique des formules.

L’ensemble VL(¢) des variables libres d'une formule MSO est défini inductivement par :
~ VL(P(7)) est 'ensemble des variables apparaissant dans 7’

= VL(¢1V ¢2) = VL(¢1) U VL(¢2)

- VL(~¢) = VL(9)

— VL(3z¢) = VL(¢) — x (dans ce cas la variable x est dite liée dans 3x¢)

— VL(3X¢) = VL(¢) — X (dans ce cas la variable X est dite liée dans 3X ¢)

Par exemple, VL(VxSi(z,y) AVy(Sa(y,2) ANy € X)) = {y,z, X}

On note ¢(x1,...,2Tn, X1,...,Xy) pour indiquer que VL(¢) C {z1,..., 20, X1,..., X}
Une formule sans variable libre est appelée formule close. Etant donnée une formule ¢ de
MSOI[V] sur un vocabulaire V', et une V-structure S, une valuation v des variables libres
de V est de domaine de définition inclu dans VL(¢), qui & toute variable libre du premier
ordre associe un élément de dom(S), et a toute variable libre du second ordre associe un sous-

ensemble de dom(.S). On notera vz < | la valuation v/ égale & v sur VL(¢) —z, et qui affecte
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7 & z. On définit de méme la valuation v[X « II].

Dans la suite du rapport, nous désignons par MSO ’ensemble MSO(T], ie I’ensemble des
formules MSO sur le vocabulaire des arbres d’arité bornée. Voici un exemple de formule MSO
sur les arbres d’arité bornée :

Vady Si(x,y) — label,(x)

Cette formule est satisfaite par un arbre t si et seulement si tout noeud de ¢ est étiqueté par
a. La notion de satisfiabilité des formules de MSO est définie par :

Définition 8 (satisfiabilité d’une formule). Etant donné un arbre t € T % et une formule
d(x1,. .. xn, X1,. .., Xp), une T-structure ¢, et une valuation v des variables libres de ¢, la
relation de satisfiabilité = est définie inductivement par :

t,v = Si(z,y) ssi St(v(z),v(y))

t,v = label,(x) ssi labell (v(z))
tvrEreX ssi v(z) e v(X)

v E o1V o ssi t,v = ¢ out,v = o

t,v = - ssi non t,v | ¢
tvE3dz o ssi il existe 7 € dom(t) tq t,v[z «— 7| = ¢
t,vE=3X ¢ ssi il existe IT € 290 tq ¢, [ X «— II] |= ¢

On dit alors que (t,v) est un modéle de ¢, ou (t,v) satisfait ¢. On notera souvent
ty(myy ey, iy, 1) E Oz, oy, X1, oo, X)), ou t = o(my, ...y, . I) &
la place de t,v = ¢(x1,...,2n, X1,...,X;,) ol v est définie par v(x;) = m; V1 < i < n et

Si nécessaire, la relation de satisfiabilité sera aussi noté |=rs0.

La logique du premier ordre (FO), est définie comme MSO, sans la quantification ensem-
bliste, et le test d’appartenance (3X ¢ et x € X).

La figure 2.1 donne quelques exemples (importants) de formules de MSO. On a alors :

t = egal(my, m2) si et seulement si m; = mo. L’égalité n’est alors pas nécessaire dans le
vocabulaire T.

— t = child(m, m2) si et seulement si mo est un fils de 71 dans ¢;

— t = leaf(7) si et seulement si 7 est une feuille de ¢;

t = root(m) ssi 7 est une racine;

— pour tout arbre ¢, t = True (le domaine d’un arbre est toujours supposé non vide)

— enfin, la formule <*(z,y) représente 'ordre préfixe

Un probleme fondamental en logique est le probleme du model-checking : étant donnés un
arbre ¢, une valuation v, et une formule ¢, est-ce que t,v = ¢ 7

Proposition 1 (model checking de MSO(resp.FO) [11]). Le probléme du model-checking
de MSOIT](resp. FO[T]) est PSPACE-Complet.

De plus, il existe un autre théoreme sur la complexité du model-checking, qui établit que
si on veut avoir une complexité fixée en la taille de ’arbre, alors la complexité en la taille de
la formule est non élémentaire (non bornée par une tour d’exponentielles) :
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egal(z,y) = s " yAy<'a
child(z,y) = V¥, Si(z,y)
leaf(z) = —Jychild(z,y)

root(z) = —Jy child(y,z)
True = dx root(x)

<9*(z,y) = VX (v € X AVz129(21 € X Achild(z1,22) — 22€ X) >y € X)

S I

FiG. 2.1 — FO-formules sur les arbres d’arité bornée

Théoréme 1 (Frick et Grohe [11]). Il n’eziste pas d’algorithme pour le model-checking de
FO et MSO, pour une formule ¢ de FO et MSO, et un arbre t € Tx,, en temps O(f(|o|)p(|t]))
ot f est une fonction élémentaire (i.e. une fonction bornée par une tour d’exponentielles), p
un polynome, || étant la taille de la formule et |t| la taille de l’arbre.

Enfin, on peut définir un langage d’arbres par une formule close de MSO, c’est ’ensemble
des arbres qui satisfont cette formule. Plus formellement :

Définition 9 (MSO-définissabilité). On dit qu'un langage d’arbre L C T§ est MSO-
définissable si et seulement si il existe une formule close ¢ de MSO tel que :

teLssitkEo

Voyons maintenant comment définir des requétes par des formules MSO.

2.3.2 Requétes par formules

Une formule de FO (resp. MSO) a n variables libres du premier ordre peut définir une
requéte n-aire. Formellement, étant donnée une formule ¢(z1,...,x,) de FO(resp. MSO) a n
variables libres du premier ordre, la requéte n-aire query,, est définie par :

Vt € TE, query,(t) = {(m1,...,m) € dom(t)" [ t | ¢(m1,...,mn)}
La requéte query, est alors dite FO(resp. MSO)-définissable.

Par exemple, si ¢(x) = Jy child(x,y) alors la requéte query ) définit la requéte mona-
dique qui sélectionne tous les noeuds ayant un pere.
2.4 Requétes par automates

Nous définissons la notion d’automates d’arbres dans la section 2.4.1, et nous montrons
comment ils peuvent étre utilisés comme formalisme de requétes n-aires dans la section 2.4.2.

2.4.1 Automates d’arbres

Rappelons brievement la définition et quelques propriétés des automates d’arbres définis
dans [9].
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Définition 10 (Automates d’arbres). Un automate d’arbres d’arité bornée k (ou automate
d’arbres lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguité) sur les arbres d’arité bornée k, et un quadruplet
A= (%, states(A),finals(A),rules(A)) ou :

— 3 est un alphabet fini

— states(.A) est un ensemble fini d’états

— finals(.A) est un ensemble d’états finaux tel que F' C @

— rules(A) est un ensemble fini de regles de la forme :

a — p ouaé€ X pc states(aaa)
fp1,-..spn) — p oufeX,n<kppi...,p, € states(A)

La taille |A| de A est définie par |X| + |states(A)| + |finals(A)| + |rules(A)|.

Remarquons que la borne k sur l'arité intervient dans l'arité des regles de la forme
f(p1,...,pn) — p. Définissons maintenant le fonctionnement d’un automate sur un arbre.

Définition 11 (run). Etant donné un automate d’arbre A sur les arbres d’arité bornée k
sur X, et un arbre t € Tg, un run rf4 sur t, est un arbre sur lalphabet states(A) tel que
dom(r’y) = dom(t), et tel que pour tout noeud 7 € dom(t) :
— si 7 est une feuille étiquetée par a et r%y(m) = p, alors (a — p) € rules(A)
— si 7 est un noeud d’arité n étiqueté par f, rf4(7r) = p, et pour tout ¢ tel que 1 <17 < n,
il existe g € X tel que 7l (i) = p;, alors (f(p1,...,pn) — p) € rules(A)

Comme dans le cas des automates de mots, on peut maintenant définir la notion de
reconnaissabilité et de régularité.

Définition 12 (reconnaissance, régularité). Etant donné un automate d’arbres A, on
dit qu'un arbre t € Ty est accepté (ou reconnu) par A s'il existe un run rf4 sur t tel que
'y (e) € £inals(A). On dit aussi que le run est acceptant. L’ensemble des arbres reconnus par
A est appelé langage reconnu par A et est noté L(A). On dit qu'un langage d’arbres L est
régulier s'il existe un automate d’arbres A tel que £(A) = L.

Proposition 2 (opérations Booléennes [9]). La classe des langages d’arbres réguliers est
close par intersection, union et complémentaire.

D’ailleurs, ces opérations de cloture sont effectives, on peut construire un automate qui re-
connalt I'intersection et I’'union de deux langages réguliers, et le complémentaire d’un langage
régulier.

Définition 13 (déterminisme). Un automate d’arbres A est dit déterministe si et seule-
ment si pour tout membre gauche d’une regle de ’automate, il n’existe qu’un seul membre
droit :

Va € 3 {a — p € rules(A)}| <1
VfeX,Vpi,...,pn € states(A) [{f(p1,...,pn) — p € rules(A)}| <1

Comme dans le cas des automates de mots, pour tout automate d’arbre, il existe un
automate d’arbre déterministe qui reconnait le méme langage, mais dont la taille peut étre
exponentielle en la taille de 'automate de départ [9]. Enfin, un automate est dit complet
si et seulement si il existe un run de cet automate sur tout arbre de Té. On peut toujours
compléter un automate pour qu’il devienne complet, tout en reconnaissant le méme langage.

Enongons maintenant un théoréme fondateur dans le contexte des arbres :
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Théoréme 2 (J.W. Thatcher et J.B. Wright [19]). Un langage d’arbre est MSO-
définissable si et seulement si il est régulier.

En particulier, & toute formule MSO correspond un automate d’arbre équivalent (en terme
de langage), mais la taille de 'automate est non élémentaire en la taille de la formule. Nous ne
donnons pas la construction de 'automate, mais nous pouvons dire que c’est la quantification
ensembliste combinée & la négation qui fait exploser la taille de 'automate.

Donnons tout de méme la réciproque, car elle nous servira pour la preuve de MSO-
Complétude du chapitre 4. Etant donnée un automate d’arbre A, il s’agit de trouver une
formule qui reconnait le méme langage. Une solution est de simuler un run de I'automate
sur un arbre t. L’étiquetage de 'arbre par des états de I’automate correspond & partionner
le domaine dom(t) en sous-ensemble X, pour tout p € states(.A). Ensuite, on simule natu-
rellement le fonctionnement des regles de 'automate et on vérifie que la racine de ’arbre est
bien étiquetée par un état final. Supposons que states(A) = {p1,...,pn}, la formule s’écrit
alors :

-
Il

3X,, ... X,,
Vo \/;(xz e Xp,) ANN\; Va(z € X, — /\j#x ¢ Xp,)
ATz 100t (2) AV pesinars(a) T € Xp
AVz A ((1abelj(z) Az € X)) —
fex
p € states(A)

( V N\ Fy Si(z,y) Ay € Yy,))

for,-pn) —p
€ rules(A)
La deuxieme ligne vérifie que (X,,, ..., X)) forme une partition du domaine, la troisieme

ligne vérifie que la racine de l'arbre est étiquetée par un état final, et le reste simule le
fonctionnement des regles.

2.4.2 Requétes par automates

Voyons maintenant comment on peut utiliser les automates d’arbres pour spécifier des
requétes.

Définition 14 (Requétes par automates [17]). Etant donné un automate d’arbres A
d’arité k, un entier n, et un ensemble S C states(A)"™ appelé ensemble de sélection, la
requéte query 4 ¢ par l’automate A et ’ensemble de sélection S est définie par :

vt € T query 4 5(t) = {(m1,...,m) | il existe un run acceptant r sur ¢
tel que (r(m1),...,r(m)) € S}

L’exemple de la figure 2.2 représente la requéte qui sélectionne, dans les arbres binaires sur
lalphabet {a,b, f}, toutes les paires de feuilles soeurs étiquetées par (a,b). La partie gauche
représente 'automate avec ’ensemble de sélection S, et la partie droite représente les deux
runs acceptant sur arbre f(f(a,b), f(a,b)).

On peut prouver qu’on ne peut définir cette requéte comme une requéte par automate
qu’avec un automate non déterministe (voir [17]). En effet, chaque run acceptant ne doit
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f.ps
states(A) = {pa, Pb, P, Ps} T
finals(A) = {ps} f.ps fp
S = {(Pa;pv)} T -
rules(A) = a,pa b,py ap bp
a— pa a—p f,ps
b—pp b—p T
fp,p) = f(ParpPv) — ps £p fps
f(ps,p) = ps  f(p,ps) — ps P PN
ap bp ap. b,ps

F1G. 2.2 - Requéte binaire par automate et les deux runs associés sur 'arbre f(f(a,b), f(a,b)).
Les noeuds sélectionnés sont les paires de feuilles soeurs étiquetées par (a,b), elles sont
marquées en gras.

étiqueter qu’au plus deux feuilles soeurs par des états de sélection, car sinon, on sélectionnerait
forcément deux noeuds non freres. L’état ps indique qu'une sélection a été faite, et 1’état p
indique le contraire. Comme on a pas de regle de la forme f(ps,ps) — -, jamais on ne
pourra sélectionner plus de deux couples dans un run acceptant. L’automate doit donc choi-
sir le couple qui sera sélectionné par un run acceptant, d’ou le non-déterminisme. Ainsi,
I’équivalence entre deux automates n’implique pas forcément leur équivalence en tant que
formalisme de spécification de requétes.

Ayant maintenant défini des automates pour effectuer des requétes, on peut définir la
notion de requéte réguliere.

Définition 15 (requéte réguliére). Une requéte ¢ est dite réguliére si et seulement si il
existe un automate d’arbres A, et un ensemble de sélection S tel que ¢ = query 4 g.

Comme dans le cas des langages d’arbres, la notion de régularité correspond exactement
avec les requétes MSO-définissables.

Théoréme 3 ( [19, 17]). Une requéte est réguliére si et seulement si elle est MSO-définissable.

La preuve de ce théoréeme est similaire a celle du théoreme 2, dans le sens direct il suffit de
simuler un run acceptant de I'automate, comme on I’a fait dans la section 77 par la formule
¢, en vérifiant que chaque noeud sélectionné est étiquetté par une composante d’un n-uplet
de sélection de S, la formule MSO est alors ¢'(x1,...,z,) = ¢ A v(p1,...,pn)65 Ny i € X,
et la requéte équivalente est query,, . .

La réciproque est donnée dans [17].

De plus, la classe des requétes régulieres est close par opérations Booléennes :

Théoréme 4 (Cloture par opérations booléennes [17]). L’union et l'intersection de
deuz requétes n-aires réqulieres est une requéte n-aire réguliere.

Le complémentaire d’une requéte n-aire réquliére est une requéte n-aire réguliére.

Le produit cartésien de requétes réqulicres est une requéte réguliere

Le complémentaire d’une requéte réqulicre est une requéte réguliére.



Chapitre 3

Langage de composition de requétes
monadiques

Rappelons que le sujet du stage était de trouver un formalisme pour composer les requétes
monadiques, afin d’exploiter les formalismes de requétes monadiques existants, d’étudier les
liens entre les requétes monadiques et les requétes m-aires, capturant toutes les requétes
régulieres, admettant un algorithme de réponse efficace, ayant de bonnes propriétés d’ap-
prenabilité, et permettant & un utilisateur de spécifier facilement ses requétes.

Avant de présenter le formalisme de composition qui a été retenu, dans la section Langage
de composition, une section Introduction décrit les différentes approches du probleme posé.

3.1 Introduction

3.1.1 Une premiere proposition naive : le produit cartésien de requétes
monadiques régulieres

Une solution naive pour composer des requétes monadiques régulieres, est de les composer
de maniére indépendante. Une premiere requéte monadique sélectionne les éléments de la
premiere composante, une deuxieme sélectionne les éléments de la deuxieme composante,
etc... le résultat final étant le produit cartésien de tous les ensembles obtenus. Par exemple,
la requéte ternaire ¢ de la figure 3.1 sélectionne tous les triplets (71, w2, w3) tel que 71 est une
feuille, 7o est étiqueté par a et 73 n’est pas une feuille. Cette requéte peut se définir comme
le produit cartésien des trois requétes monadiques régulieres q1, g2 et ¢3 :

vt e TE  q(t) = qi(t) x ga(t) x g3(t)

Un produit cartésien de requétes est encore noté ¢ X gz X g3, on a donc ¢ = g1 X ga X q3.

Ce type de requétes n-aires (produit cartésien de requétes monadiques régulieres) admet
un algorithme de réponse efficace, en la somme des temps pour répondre aux requétes mona-
diques. Malheureusement il existe de nombreuses requétes régulieres qui ne peuvent s’écrire
comme produit cartésien de requétes monadiques, et méme comme union finie de produits
cartésiens de requétes monadiques. Une preuve de ce fait est donnée dans [17], basée sur les
formules MSO, nous en donnons ici une preuve directe.

19
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Requéte ternaire Requétes monadiques
1 = QUeTrY(1eaf(x)),x

42 = QUeTY (1abel,(z)),x
43 = QUeTY (—1caf(z)).x

¢(z,y,2z) = leaf(x) A labely(y) A ~leaf(z)
4= qQUeryg (2,y,2)

VteTE  qt) = qi(t) x g2(t) x g3(t)

Fia. 3.1 — Requéte ternaire réguliere close par produit cartésien sur des arbres binaires sur X

5 ; i i J
Lemme 1. La classe Cx des requétes n-aires de la forme Ulgigm qi X ...q;, ou les q; sont
des requétes monadiques régqulieres est une sous-classe stricte de la classe des requétes n-aires
réguliéres.

Démonstration. Par le théoreme 4, toute requéte de Cx est réguliere.

Pour prouver que c’est une sous-classe stricte, montrons que la requéte définie figure 2.2,
ou l'on veut sélectionner toutes les paires de feuilles soeurs étiquetées par (a, b), n’appartient
pas a C'y. Supposons que cette requéte, appelons-la ¢, puisse s’écrire comme une union finie
de produits cartésiens, i.e. qu’il existe un entier n, tel que pour tout arbre t € T2, on ait ¢(t) =
Ui<i<n @1i(t) X g2i(t). Prenons alors un arbre t ayant n + 1 paires de feuilles sélectionnables
étiquetées par (a,b) :

f
/\
f f
o~

a b f

f
A~ N
a b f
P
a b
L’ensemble P des feuilles sélectionnées est donc P = {(211,2°12) | 0 < i < n}, et
il peut s’écrire de la forme P = |J;.,,, Pi avec P; = qui(t) x qo2i(t). Pour des raisons de
cardinalité (lemme des tiroirs), il existe nécessairement un entier ¢ tel que |P;| < 2, ce qui

implique [q1;(t)] > 2 et g2i(t) # 0. Deux paires de feuilles ayant le méme noeud en deuxiéme
composante peuvent alors étre sélectionnées, ce qui est absurde. O

Remarque 1. La classe Cx correspond a la classe des requétes non ambigués, ie les requétes
exprimables par automates non ambigués, ie les automates pour lesquels il existe au plus un
run acceptant par arbre [17].

3.1.2 Seconde proposition : produits cartésiens, union et complémentaire

Au formalisme précédent, ajoutons la possibilité de prendre le complémentaire d'une
requéte. Définissons formellement la classe C des requétes obtenues. Soit C, la sous-classe
des requéte n-aires de C, la famille (C,,),>1 est définie par :

— pour toute requéte monadique réguliere q, g € Cy ;

— pour tout m > 1,pour tout qi,...,¢m € Cn, (Uj<jc,m @) € Cn

— pour tout ¢ € Cy, ¢¢ € Cy, o

— pour tout g1 €Ciyy ..oy gm €Ciyy (q1 X .. X Gm) € Cn ot n = X7 45

Tm )
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et C=U,>1Cn-

On peut remarquer qu’ajouter la possibilité de faire des intersections serait redondant, 1’in-
tersection étant exprimable & partir de I'union et du complémentaire. On a malheureusement
le résultat suivant :

Lemme 2. C =Cy, et par conséquent, C est une sous-classe stricte de la classe des requétes
réguliéres.

Démonstration. L’inclusion O est immédiate. L’autre inclusion se montre en remarquant que
pour tout q1,q2 € Cp, et pour tout ¢ € Cp, (¢1 U q2) X ¢ = (1 X q) U (g2 X q) (*). On peut
donc faire «remonter» dans le terme les opérateurs d’unions. De méme, pour tout q1,qo € C,
(g1 X q2)¢ = (¢ % g5) U (¢f x q2) U (1 % ¢5) (**). On peut donc faire «descendre » dans
le terme les opérateurs de complémentaire. On termine la preuve en montrant par induction
sur la structure des requétes que toute requéte s’écrit comme une union finie de produits
cartésiens de requétes monadiques régulieres.

c’est immédiat pour le cas monadique
—si ¢ = (Uy<j<p, 9i) est une requéte p-aire, alors par hypothese, chaque ¢; s’écrit de la

J J _ J J
forme Ulgjgmi @i X .. X q,; donc g = Ui<i<n Ulgjgmi QUi X X Gy,

donc g = U q{ix...xqii
1<i<n
1<j<m
—si g =¢q X...Xqn, alors par hypothese, chaque ¢; s’écrit de la forme Ulgjgmi q{z X

S X q; ;» et par (*) , en distribuant 1'union, on se rameéne a une union finie de produits
cartésiens
. _ S j ]
— si g = qf, alors par hypothesg, q1 est de la forlme Ulgjgm qy X ... X gp,

_ J Jye _ J J *ok 4 :
donc ¢ = (Ulgjgm q1X. .. Xqp)°¢ = (ﬁlgjgm(q1 X...Xqp)%), alors par (**),le complémentaire
de chaque produit cartésien se raméne a une union finie de produits cartésiens de

~ ’ (BN . ~ ]
requétes régulieres monadiques. La requéte ¢ est alors de la forme (ﬂlg j<m Uic I (q1;

. X qu)) qui se ramene par les lois de De Morgan a une expression de la forme

(UjeJ ﬂielj (qf, x ... x qii)), ou J et I; sont finis pour tout j. Enfin, comme l'intersec-
tion de produits cartésiens est égale au produit cartésien des intersections, ¢ est de la
forme (U;e;(Micy, ql;) X ... x (Mies, ;) Enfin, on peut conclure en disant que toute
intersection de requétes monadiques régulieres est réguliere.

O

Remarque 2. La classe des requétes non ambigués est donc close par complémentaire, par
intersection, par union, et par produit cartésien.

3.1.3 Troisieme proposition : requétes paramétrées

Le lemme 2 montre que pour espérer obtenir ’expressivité de MSQO, il est nécessaire que le
formalisme recherché explicite un lien entre les requétes qui sont composées. L’idée qui vient
alors est de composer des requétes paramétrées par un certain noeud, i.e. dont le résultat
dépend d’un certain noeud. Intuitivement, pour sélectionner la i-eme composante d’un n-
uplet, on se souvient de la (i — 1)-éme composante sélectionnée. Nous allons montrer que ce
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formalisme n’est toujours pas assez puissant pour obtenir I’expressivité de MSO, mais nous
I’étendrons dans la prochaine sous-section, afin d’obtenir I’expressivité de MSO. Formellement

Définition 16 (Requéte paramétrée). Une requéte paramétrée q est une fonction qui a
tout arbre t € T% et tout noeud 7 € dom(t) associe un sous-ensemble de dom(t).

Vt € TE Vi € dom(t)  q(t,m) C dom(t)

Etant données une requéte monadique g1 (qui peut étre vu comme une requéte paramétrée
dont le noeud argument est inutile), et n — 1 requétes paramétrées qa, . . ., qn, la composition
q1-92-93....qn de ces requétes est la requéte n-aire définie par :

(q1-q2-.qn)(t) = {(71,...,mn) | m1 € 1(t), 72 € @2(t,71), ..., Tn € qn(t,Tn—1)}

De plus, nous ajoutons a la composition de requétes paramétrées une notion de mémoire
finie représentée par une fonction (historique) u associant & chaque rang de composante
déja sélectionnée un état p d’un ensemble fini d’états @) ( formellement une requéte pa-
ramétrée sera alors une fonction de T% x dom(7%) x ({1,...,i} — Q) dans 2dom(T3) oy
est le nombre de composantes déja sélectionnées). Par exemple, la requéte ternaire r telle
que r(t) = {(wi,m(i + 1),7(i + 2)) | label(wi) = a A label(n(i +2)) = a V label(wi) =
b A label(w(i + 2)) = b} n’est pas exprimable comme composition de requétes paramétrées
(car la derniére composante sélectionnée dépend uniquement de la premiere sélectionnée),
mais ’est comme composition de requétes paramétrées avec mémoire : il suffit de garder en
mémoire I’étiquette de la premiere composante sélectionnée. Cependant, ce formalisme ne
capture pas toutes les requétes régulieres :

Lemme 3. La composition de requétes paramétrées avec mémoire ne capture pas toutes les
requétes réqulicres

Démonstration. Considérons la requéte réguliere ternaire ¢ telle que ¢(t) = (71, w2, 73) ssi 73
est le plus petit ancétre commun de 71 et mo dans t. Cette requéte est réguliere car elle peut
étre exprimée par la formule MSO a trois variables libres :

d(r,y,2) = y<F 2 Az 2 AV (<t A A <) - 2t

Supposons qu’elle soit exprimable comme une composition de requétes avec une mémoire
finie d’états Q. Soit n = |Q|, soit t € T¥ de la forme :
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a
/\
a a
/\
a a
/\
a a
/\
a :
/\
a a
/\
a a
P
a a

tel que h(t) > n? + 1. Soit 'ensemble P; = {2¥1 | 0 < k < n?} C dom(t) des feuilles filles
gauches d’un noeud. Supposons maintenant que la premiere requéte sélectionne un noeud de
Py qui donne un historique gy = 1 +— my olt my € Q. Comme |Py| > n? il existe deux noeuds
de P; qui conduisent au méme historique. Supposons maintenant que la seconde requéte,
qui dépend de la premiere composante sélectionnée, et de ’historique p1, sélectionne le noeud
2depth(t) ot conduise & I'historique pa = p1[2 < mg] ot mg € Q. Il y a au plus n? historiques L2
possibles pour sélectionner les deux premieéres composantes (la premiere dans P; et la seconde
égale a 2d6pth(t)). Par conséquent il existe deux paires de noeuds différentes (2k11,2h(t)) et
(2k21, 271 (k) # ky) sélectionnées par les deux premitres requétes, et conduisant au méme
historique. La derniere requéte sélectionne donc le méme ancétre commun pour ces deux
paires, puisque les deuxiémes composantes sont les mémes, égales a 2"(*) ce qui est absurde,
puisque ppac(2F11, 2"(1)) = 2k1 —£ 9k2 — ppac(2k21,2M1) ol ppac(.,.) représente le plus petit
ancétre commun. O

3.1.4 Un premier formalisme MSO-complet

Nous étendons le formalisme de composition développé dans la section 3.1.3 avec la pos-
sibilité de faire des unions, des intersections, des projections, et des permutations des compo-
santes sélectionnées. Ce formalisme est MSO-complet. On I'appelera composition de requéte
paramétrées. Le formalisme développé dans la section 3.1.3 ne sera alors qu'un cas particulier
de ce nouveau formalisme.

Nous donnons brievement la syntaxe des formules de composition, et la sémantique as-
sociée.

Etant donnés un ensemble @ de requétes paramétrées, et un ensemble Var de variables, les
formules de composition sur les requétes paramétrées () sont définies par la syntaxe suivante :

q(x) g€ QetxeVar
| q(x).¢ composition
| dN@ congjonction
| oV disjonction

L’ensemble VL(¢) des variables libres d’une formule de composition ¢ est défini comme
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I’ensemble des variables apparaissant dans ¢. Etant donné un arbre t € Tk, et une formule
de composition ¢, une valuation des variables de ¢ dans dom(t) est une application de VL(¢)
dans dom(t). Etant donnés une formule de composition ¢, un arbre t € Tg, une valuation v des
variables de ¢, et un noeud 7 € dom(t) dit noeud de relativisation, la relation de satisfiabilité
t,v, m = ¢ d’une formule ¢ est inductivement définie par :

t,v, 7 = q(x) ssi v(z) € q(t,m)

t,v,m=q(x).¢  ssi v(z)€q(t,m) et t,v,v(z) = ¢
ty,mEdLANpy ssi tv,mE ¢ et t,v,mE ¢
t,y,mE g1 Voy ssi tv,mE ¢ out,y,mE o

Enfin, étant donnée une formule de composition ¢, et un n-uplet z de variables de VL(¢),
la requétes query, - est définie par :

Vte T query,—(t) = {U(T) |t 6}

Voyons tout de suite un exemple :

Exemple 3. Nous allons définir la requéte binaire ¢ dans les arbres binaire, telle qu'un couple
de noeuds est solution de la requéte si et seulement si ils sont des feuilles, ils sont freres, le
premier est a gauche du deuxieme, il est étiqueté par a, et le deuxieme est étiqueté par b.
Une solution serait de sélectionner la premiére composante, c’est-a-dire une feuille étiquetée
par a, et, partant de ce noeud, sélectionner son frere droit si et seulement si c¢’est une feuille

étiquetée par b. La requéte s’écrit donc QUETY o (2).q2(y),(x,1)" ou g1 et go sont définies par :

q(t,m) = qUeTY (4 (t) ou YJ(x)=leaf(x) A label,(x)
@(t,T) = quUeTy (4 (t) ou Yi(x)=3TJy Si(y,m) A Sa(y,z) A leaf(z) A labely(x)

Ajoutons que la notation Si(y,n) dénote la formule MSO ~™(y) suivante : si on note
T=11...0m, (Vj i; € {1,2}) alors 4" (y) = 3r root(r) A Jz1...3zy Si, (1, 1) A Siy (21, T2) A
o ANSi (@1, ) A S1(Y, ).

Nous verrons plus loin que ce formalisme capture toutes les requétes régulieres, et donc
toutes les requétes MSO-définissables. Cependant, nous nous sommes intéressés — c’est ’objet
de la section suivante — a une restriction de ce formalisme, sur des requétes paramétrées ¢
ayant la propriété de restriction aux sous-arbres, i.e. :

Vt € TE Vi, ' € dom(t) 7' € q(t,n) ssi It 7 =an" A" € qt|r,e€)

Intuitivement, cela signifie qu’il suffit simplement de restreindre le domaine d’interprétation
au sous-arbre induit par le parametre. Des lors, les requétes paramétrées peuvent étre écrites
dans un formalisme de requétes monadiques (c’est pour cette raison qu’on parle de composi-
tion de requétes monadiques et non de requétes paramétrées). La restriction aux sous-arbres
est alors fixée dans la relation de satisfiabilité.

Nous nous sommes intéressés a cette restriction, qui capture néanmoins toutes les requétes
régulieres, car elle explicite le role joué par les ancétres communs des composantes des n-uplets
a extraire, et par la-méme semble avoir de bonnes propriétés d’apprenabilité. Elle correspond
a une vision naturelle de 'extraction d’information; comme il a été dit dans l'introduction,
la sélection d’une information commence par la sélection d’une zone qui la contient. De plus,
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dans [18] est étudié un formalisme de requétes (ETL) avec restriction dans les sous-arbres. Il
est MSO-complet mais n’admet pas d’algorithme efficace pour répondre aux requétes.

Nous allons prouver que la composition de requétes paramétrées restreinte aux sous-arbres
capture toutes les requétes réguliéres, et donc, comme c’est un cas particulier de la composition
de requétes paramétrées, cette derniere capture aussi toutes les requétes régulieres.

3.2 Langage de composition

Nous proposons ici un langage de composition de requétes monadiques, avec restriction de
I’évaluation dans les sous-arbres. Intuitivement, une premiere requéte sélectionne un ensemble
de noeuds, et des sous-requétes sont évaluées dans les sous-arbres induits par les noeuds
trouvés. A cela s’ajoute la conjonction, la disjonction de requétes, et la projection des m-
uplets de noeuds sélectionnés.

Nous donnons la syntaxe et la sémantique des formules de composition, ainsi que deux
algorithmes pour répondre aux requétes. Nous prouvons dans le chapitre 4 que ce forma-
lisme capture toutes les requétes n-aires régulieres des lors que les requétes monadiques sont
régulieres.

3.2.1 Syntaxe et Sémantique

Dans la suite, ’ensemble Var représente un ensemble dénombrables de variables x,y, .. ..

Définition 17 (formules de composition). Etant donné un ensemble (possiblement infini)
Q@ de requétes monadiques, les formules de composition sur @) sont obtenues par la grammaire
suivante :

q(x) q € Q et x est une variable
| q(x).¢ composition
| oA conjonction
| oV disjonction

L’ensemble des formules de composition sur @ est noté COMP[Q)]. Sans ambiguité sur les
requétes monadiques, on parlera simplement de formules de composition voire de formules.
La taille |.| d’'une formule est définie inductivement par |q| = 1, |¢.¢| = 1+ ||, |d1 © d2| =
[@1] + |d2] + 1 ou o € {V,A}.

Dans la suite Q désigne un ensemble de requétes monadiques. Avant de définir la sémantique
nous définissons une notion de variables libres :

Définition 18 (variables libres). Etant donnée une formule de composition ¢ € COMP[Q),
I’ensemble VL(¢) des variables libres de ¢ est défini inductivement par :

VL(q()) = {z}

VL(q(z).9) = {x}UVL(¢)
VL(¢1 A ¢2) = VL(¢1) U VL(¢2)
VL(¢1V ¢2) = VL(¢1)U VL(¢2)
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Définition 19 (relativisation d’un chemin). Etant donné un mot 7 € N=* et un mot '
tel qu'il existe 7" tel que ' = w.7”, la relativisation de «’ par w est 7. La fonction partielle
de relativisation par m, relat,, est définie pour les mots dont 7 est préfixe, par :

relat, : N* — N*
, { 7 si il existe ™ tel que 7’ = w.7”

T P
non défini sinon

Par exemple, relatige;(12213232) = 3232.

Définition 20 (satisfiabilité). Etant donné un arbre t € T%, une formule de composition
¢, un noeud de relativisation m € dom(t) et une valuation v des variables libres de ¢ telle que
Vo € VL(¢), ™ <* v(z), la relation de satisfiabilité t,v, m = ¢ est inductivement définie sur la
structure de ¢ par :

t,v,m = q(x) ssi 7 <*v(z) et relat,(v(z)) € q(t|r)

ty,mlEq(x).¢  ssi tu,TmEqr) et t vy, v(T) | ¢ et Yy € VL(¢) v(x) < v(y)
t,v,m ': ¢1 A ¢2 ssi t, v, W’VL(qﬁl) ): (Z)l et t,v, TF‘VL(gi)g) ): (;52

v, mEG V2 ssi Ly, Tlvig) F @1 out v, Tlviig,) F @2

Remarque 3. relat,(v(z)) existe car nous demandons que m <* v(x).
De méme, dans la deuxiéme ligne, on a aussi 7 <* v(z), car on demande que t,v, 7 = q(z).

Intuitivement, le noeud 7 de relativisation 7 indique que I’évaluation d’une formule ¢ peut
se faire dans le sous-arbre en position 7.
Avant de donner quelques exemples, définissons la notion de requéte.

Définition 21 (requéte de composition). Etant donnée une formule de composition ¢ €
COMP[Q] et un n-uplet = = (z1,...,2,) € VL(¢)" de variables libres de ¢, dit n-uplet de
sélection, la requéte de composition query, - représente la requéte n-aire définie par :

vt e T query, =(t) = {v(7) | v : VL(¢) — nodes(t), t,v,e = ¢}
ot U(T) = (v(xy),...,v(xy,)).

Lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguité, on notera indifféremment 1’ensemble des requétes de
composition et I’ensemble des formules de composition sur un ensemble de requétes mona-
diques @, COMP[Q)].

Voyons tout de suite quelques exemples.

Exemple 4. Les exemples de requétes sont des requétes dans les arbres binaires. L’exemple
de la figure 3.2 définit une requéte de composition ¢’ qui sélectionne toutes les paires de noeuds
(71, m2) tels que 71 et mo soient des feuilles, 71 est frere gauche de 7o, 71 est étiqueté par a, et
o par b. L’idée est d’abord de sélectionner tous les noeuds, et, dans chaque sous-arbre induit
par ces noeuds, sélectionner le premier fils de la racine, s’il est étiqueté par a et si c’est une
feuille, ainsi que le deuxieme fils de la racine, s’il est étiqueté par b et si c’est une feuille. Si le
noeud dénoté par la variable x n’est pas 'ancétre commun d’une paire de noeuds candidate,
alors la composition échoue.

Pour illustrer le role de la disjonction, nous étendons la requéte précédente de telle sorte
qu’elle sélectionne aussi les couples de feuilles soeurs étiquetées par (b,a). La requéte ¢’ cor-
respondante est donnée figure 3.3. L’idée est la méme que précédemment, en commencant par
une requéte qui sélectionne tous les noeuds.
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Soit les formules MSO suivantes :

All(z) = True
Pi(z) = Frroot(r) ASi(r,x) A label,(x) A leaf(x)
Pa(x) = Frroot(r) A Say(r,x) A labely(x) A leaf(x)

et les requétes monadiques associées :

q = QUery(x)
1 = queryy, ()
q2 = quUeryy, (z)

Enfin définissons q, = queryq(x).(ql(y)/\qQ(Z))’(yyz).

a
a a
P /\
a; by b a

Fic. 3.2 — requéte de composition binaire et les couples extraits dans ’arbre
a(a(a,b),a(a(b,a),a(a,a))) (en gras, indexés par leur numéro de composante)

Donnons maintenant des algorithmes pour répondre aux requétes :

3.2.2 Algorithmes de réponse aux requétes

Nous donnons tout d’abord un algorithme en temps linéaire pour le probleme du model-
checking, qui sera utilisé pour définir un premier algorithme de réponse aux requétes de
composition.

Model-Checking

Le probléme du model checking d’une formule de composition ¢ € COMP[Q)] par un arbre
t, une valuation v des variables de ¢, et un noeud de relativisation = € dom(t) est défini par :

— ENTREE : une formule ¢, un arbre ¢ € T%, une valuation v : VL(¢) — dom(t) et un
noeud 7 € dom(t)
— SORTIE : 1sit,v,m E ¢, 0 sinon

Soit monadique-checking un algorithme de réponse aux requéte monadiques de @, I’al-
gorithme naturel model-checking répond au probléeme du model-checking. Il est écrit en
pseudo-ML.
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Algorithm 1 Model Checking Problem
1: Let model-checking(¢,t,v,m) =
2: match ¢ with
3: ¢(z) — monadique-checking(q,t|,,relat (v(x)))
4: q(x).0 — monadique-checking(q, t|, relat,(v(x))) A
model-checking(¢,t,v,v(x)) A Vy e VL(¢) v(z) <* v(y)
¢1V ¢2 — model-checking(¢i,t,v,m)V model-checking(po,t, v, T)
¢1 A\ ¢ — model-checking(¢q,t,v,m) A model-checking(po,t, v, )

Soit les formules MSO suivantes :

All(z) = True
P1(z) = Frroot(r) ASi(r,x) A label,(x) A leaf(x)
Po(x) = Trroot(r) A Sa(r,x) A labely(x) A leaf(x)
Yi(z) = 3Fr root(r) A Si(r,x) A labely(z) A leaf(z)
Yy(x) = Frroot(r) A Sa(r,x) A labely(x) A leaf(x)

et les requétes monadiques associées :

q = querysii(x)
¢ = queryy, ()
G2 = queryy, ()
q1 = queryyr(y)
4 = queryyr(z)

¢ = q()-((a1(y) Na2(2)) V (61(y) A g2(2)))
Enfin définissons ¢’ = query, (, .).

a
a a
PN /\
a; by b a
PN PN

Fic. 3.3 — requéte de composition avec disjonction et les couples extraits dans l’arbre
a(a(a,b),a(a(b,a),a(a,a))) (en gras, indexés par leur numéro de composante)
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Les opérations A et V sont ici des opérations booléennes classiques sur {0, 1}.

Complexité Soit C(q,t) la complexité en temps de 'algorithme du model-checking mo-
nadique. . La complexité en temps de model-checking est O(|¢p|maz,esC(q,t)), ott ¢ € ¢
signifie «q apparait dans ¢ ».

Model-checking dans le cas de requétes monadiques par automates Quand les
requétes monadiques sont des requeétes par automates de la forme query 4 , alors C (queryA, S,
|A|[t| et la complexité du model-checking est alors O(|¢||t|max|Al), ot maz|A| est la taille
maximale sur tous les automates apparaissant dans ¢, i.e. tels que queryy ¢ apparait dans ¢.

Algorithme naif pour répondre aux requétes Un premier algorithme pour répondre
aux requétes de composition découle du probleme du model-checking : étant donnés une
formule de composition ¢ et un arbre de t, il suffit de générer toutes les valuations possibles
des variables de ¢ dans dom(t), il y en a [t|/V(?) et d’appliquer I’algorithme du model-checking
sur chaque valuation. Enfin, pour chaque valuation, il suffit de projeter suivant le n-uplet de
sélection de la requéte. Cet algorithme n’a néanmoins pas une bonne complexité en temps,
car dans tous les cas, elle est de O((|¢|maz,esC (g, t))[t[VH).

Deuxiéme algorithme

Nous définissons un deuxieme algorithme, dont nous espérons une meilleure complexité en
pratique, que l'algorithme nalf précédent, puisqu’il ne calcule pas toutes les valuations. Il est
assez naturel, puisque qu’il calcule toutes les valuations satisfaisant la formule inductivement
sur la structure de la formule. Par exemple, pour une formule de la forme ¢ = ¢(z).q'(y), dans
un arbre ¢, 'algorithme évalue la premiere requéte monadique, et, dans chaque sous-arbre de
t induit par les noeuds trouvés, évalue la deuxieme requéte monadique. Le résultat est donc
un ensemble de valuations tel que chaque valuation v vérifie t, v, € = ¢. L’algorithme est donc
naturellement récursif, et doit gérer des ensembles de valuations. Par exemple, dans le cas de la
conjonction ¢ = ¢1 A @2, 'algorithme est appliqué récursivement sur ¢, et sur ¢o, retournant
deux ensembles de valuations Vi et V3, ensembles qu’il faut alors combiner pour créer des
valuations satisfaisant la conjonction. Plus formellement, étant donnée une valuation v, € V7,
et une valuation vy € V5, si les deux valuations coincident sur leur domaine commun, alors on
peut les combiner en une valuation v qui satisfera ¢, telle que v|yr,(¢)—viL(¢1) = V2|VL($)—VL($1)
et I/|VL(¢)_VL(¢2) = V1|vI(¢)~VL(¢s)- Dans le cas d'une disjonction ¢ = ¢1 V ¢2, on applique
I’algorithme récursivement sur ¢;, ce qui donne un ensemble de valuations Vi, et sur ¢2, ce
qui donne un ensemble de valuations ¢o. Il ne suffit pas ici de retourner V; UVa, car le domaine
de définition de chaque valuation retournée doit étre égale a VL(¢), il faut donc étendre le
domaine de définition de chaque valuation de V; et de chaque valuation de V5, a VL(¢). Dans
le cas d’une extension d’une valuation v de Vi, il faudra affecter des valeurs quelconques du
domaine de l'arbre aux variables de VL(¢) — VL(¢1).

Plus formellement, définissons ces opérations, qui seront naturellement étendues aux en-
sembles de valuations.

Définition 22 (Opérateurs sur les valuations). Nous appelons dom(r) l’ensemble de
définition de la valuation v, et supposons que dom(v) # () pour toute valuation v. Une valuation
v telle que dom(v) = {x} pour x € Var est notée [z — v(x)].

t

)



30 CHAPITRE 3. LANGAGE DE COMPOSITION DE REQUETES MONADIQUES

Nous définissons la concaténation m.v d’une valuation v par un noeud 7 par :

v : V. — dom(t)
x +— mw(x)

Ensuite nous définissons la jointure de deux valuations v et v/ telles que Va € dom(v) N
dom(v'), v(z) =v'(z).

vxv V. — dom(t)

. {V(a;) it zedom(v)
V() if oz €dom(V)

Enfin nous définissons I’ extension d’une valuation v dans par un domaine D et un ensemble
de variables V tel que V Ndom(v) = 0 par :

extend$ (v) = {V/' | Voww) =v A Vv : V — D}

Ces opérateurs sont naturellement étendus aux ensembles de valuations.
En particulier, v x ) = ()

Etant donnés une formule de composition ¢ et un arbre t € T g, nous donnons un algo-
rithme récursif auxiliaire aux écrit en pseudo-ML, retournant un ensemble de valuations Val
telles que pour tout v € Val, t,v,e | ¢. L’algorithme aux est paramétré par un algorithme
M de réponse aux requétes monadiques.

Algorithm 2 algorithme auxilaire
1. Let aux(¢,t) =
2:  Match ¢ with

3 [a(@) = {[z =] [ 7 e Mg,1)}
4: | ¢(x).¢/ — U {[t— 7] x7v|veaux(d,t)z) A (z¢&dom(v)Vu(z)=c¢)}
TeM(g,t)
5: | 1 P2 — {11 X 12 |1y € aux(¢q,t)Ave € aux(pe, t)AVe € dom(v;)Ndom(vz), vi(x) =
va(x)}
extendzzigg)_var(“bl) (aux(¢1,t))
6: | 1V P2 — U
extendzzzgg)_var(@) (aux(¢p2,t))

Remarque 4. Dans le cas de la composition, la condition =z ¢ dom(v) V v(x) = € garantit
que la jointure des valuations sera bien définie. De méme pour la condition Vz € dom(v;) N
dom(1s), vi(x) = va(z) dans le cas de la conjonction.

Nous pouvons maintenant définir un algorithme pour répondre aux requétes :

Algorithm 3 Evaluation d’une requéte
1: query, - (t) = {v(E) | v € aux(s,t)}
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Correction de D’algorithme Avant de prouver la correction de 'algorithme, prouvons
d’abord une propriété liée au noeud de relativisation, qui intuitivement dit que 1’évaluation
d’une requéte peut se faire dans tout sous-arbre induit par un noeud au dessus du noeud de
relativisation dans I'arbre.

Lemme 4. Pour toute formule de composition ¢ € COMP[Q)], pour tout arbre t € Tg, pour
tout noeud de relativisation m € dom(t), pour toute valuation v des variables libres de ¢ dans
dom(t) telle que Vy € VL(¢p), m <* v(y), et pour tout noeud ©' € dom(t) tel que 7’ <* 7, on a
la propriété suivante :

t,y,mE¢ <&  tly,relaty ov,relaty(m) = ¢

En particulier :  t,v,m=¢ << t|y,relatrov,e = ¢

Démonstration. Nous prouvons ce lemme par induction sur la structure de la formule. Soit
un noeud 7' € dom(t) tel que 7’ <* . Alors il existe un noeud 7" tel que m = 7’7", i.e.

relat,/(m) =x".

tv,mlE=q(r)  ssim<*v(z) et (relatyov)(x) € q(t|x)
ssi " <* (relat ov)(x) et (relat, o v(x) € q((t|)|-)
ssi 7 <* (relat, ov)(x) et relat, (relat, ov(x)) € q((t|x)|)
ssi " < (relaty ov)(z) et relatyerar , (r)(relaty o v(x)) € q((t|x)|rn)
ssi t|, relat, o v,relat () = q(z)

bl q(e)é st b g(a) et b, (z) 6
ssi (par hypothese d’induction)

tlxr, relaty ov, " = q(x) et t,vlyig), v(2) | ¢ et Vy € VL(§) v(x) <* v(y)
ssi (par hypotheése d’induction, applicable car 7" <* v(z)

t|x,relaty o v, " |= q(x) et t|w, relaty o vy, relaty ov(z) = ¢

ssi t|, relat,; ov, e = q(x)

Les deux derniers cas se prouvent similairement. O

Comme la correction de I'algorithme d’évaluation d’une requéte dépend immédiatement
de la correction de ’algorithme auxiliaire, nous prouvons la correction de ce dernier :

Lemme 5 (Correction). Pour toute formule ¢ € COMP[Q], pour tout arbre t € TE et pour
toute valuation v de VL(¢) dans dom(t) :

tv,el=¢  ssi v € aux(o,t)

Démonstration. Par induction sur la structure de la formule.
— q(z) : c’est immédiat

— q(z).¢:
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tiv e f=q(x).¢

ssi (par définition de la sémantique)

v(x) € q(t) et t,vlyi(g), v(2) = ¢ et Vy € VL(¢), v(z) <™ v(y)
ssi (par définition de l’algorlthme)

(
) €
(
V(z) € M(g,1) et t,vlyig), v(2) = 6 ot ¥y € VL(9), v(x) I* (y)
ssi (par le lemme 4)
v(x) € M(q,t) et t],(z), relat,u) o VlyLe), € = ¢
ssi (par hypothese d’ mductlon)
v(x) € M(q,t) et relat,(,) ov € aux(¢,t|,())
ssi (par définition de l'algorithme)
[z — v(z)] x v(z).(relat,(y) ov) € aux(q(x).¢, )
ssi
[z — v(z)] x v e aux(q(z).¢,t)
ssi (par définition de la jointure)
v € aux(q(x).¢,t)
—O=01V
t,iv, €= ¢1 Vo
ssi (par définition de la sémantique)
t,v,e = ¢1 out,v, e = ¢o
ssi

6V |VL(g1)s € F @1 0t V|yig,), € FE @2
ssi (par hypothese d’induction)

V|VL(¢1) € aux(qﬁl,t) ou V‘VL(qﬁg) S aux(@,t)
ssi (par définition de extend)

ve extenddom((¢)) vL((lﬁl)(aux(qbl, t)) ourv e extenddom((¢))_VL(¢2)(aux(qbQ, t))

ssi (par définition de I’algorithme)
v € aux(¢,t)

—O=01N ¢
t,v,e ’: ¢1 A ¢2
ssi (par définition de la sémantique)
t,v,e = ¢ et t,v, e = o
ssi

t,VIVL(g1) € F D1 et tv|viigy), € @2
ssi (par hypothese d’induction)

VIvi(g,) € aux(¢1,t) et v|yrp,) € aux(da,t)
ssi (par définition de la jointure et de l'algorithme)
t,v, e € aux(o,t)
U

Complexité de D’algorithme Les opérations de base sont les jointures, qu’on suppose
réalisées en temps constant.

Lemme 6 (Complexité). Soit Cy(t) la complexité pour répondre d une requéte monadique
q sur Dentrée t. Alors sur l’entrée (queryqs’g», t), Ualgorithme calcule toutes les solutions de

la requéte en temps O(|¢|(M(¢,t) + |t)2VED)) o0 M(4,t) = argmax,c,(Cqy(t)).

Démonstration. Par induction sur les formules nous prouvons que pour toute formule ¢ €
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COMP[Q)] le temps de calcul Time(¢, t) pour calculer toutes les valuations solutions sur l’entrée
t est borné par |¢|(M (¢, t) + 2[t|2VEON).

— si ¢ = q(x) alors Time(¢, t) = Cy(1).

— si ¢ = q(x).¢/ alors ¢ est d’abord évaluée, et I’évaluation retourne au plus ||V
valuations, devant étre jointes avec au plus |¢| valuations de la forme [xr — 7] pour
tout 7 retourné par M(q,t), ce qui prend au plus |¢][t|/VEE] = |¢[VE@) 1 < |¢2VL(@)]
opérations. Par conséquent :

Time(¢,t) Time(¢', t) + Cut) 4+ |tIVEE@IIHT
|6/ [(M (¢, 1) + 2t VL) + Cyt) + [t]2VLE)
|/ |(M (&, t) + 2|t VE) Ot 4+ 2JtVU9)

(16'] + 1)(M(¢, t) + 2[¢|2VH@)
|6I(M () + 2[¢[VH))
— si ¢ = ¢1 V @2 alors ¢1 et ¢o sont d’abord évaluées, et retournent, respectivement, au

plus [¢|[[VE@Ul et |¢[IVE(D] valuations. L opération d’extension pour chaque ensemble de
valuations prend au plus |t|‘VL(¢)| opérations. Par conséquent :

VAVAVA VAN

Time(¢,t) = Time(¢1,1) +  Time(¢s,t) o 2ftIVE@)
< oul(M (1, 8) + 2t PVEOODN) (o[ (M (6o, ) + 2[t2VE@) 4 2 AVE@)
< (loa] +lg2))M(¢, 1) + (I¢1] + [ga| + 1)2Jt VL@
< [Bl(M () + 2[t[HVEEN)

—si ¢ = @1 N\ ¢o, alors ¢ et ¢ sont évaluées et leurs évaluations retournent respecti-
vement deux ensembles de valuations V; et Vs de tailles au plus [¢|/VE(@D! et |¢]VE(61)]
respectivement. Chaque paire de valuations de V; x V5 subit une opération de jointure,
et le nombre total de jointure est alors |t|/VE(@DIHVL(@2)] < |#2IVL(9)

Enfin, comme |@|(M (6, t) 4 2|t|2VEO) = O(|o|(M (¢, 1) + |t]2VHA)) on peut conclure.

Remarque 5. Le pire des cas est obtenu avec la formule suivante :

A (\"/ Alm.)) |

j=1 \i=1
ou t,m = All(z;) ssi m € dom(t).

3.2.3 Expressivité

Comme nous verrons dans le prochain chapitre, les requétes de composition sur des
requétes monadiques régulieres (donc MSO-définissable par le théoreme ?7?) sont régulieres,
et réciproquement. Plus formellement, notons COMP[M SO] les formules de compositions sur
des requétes monadiques MSO-définissables. Dans le chapitre 4, nous prouvons que pour
toute formule MSO v¥(z1,...,x,) & n variables libres, il existe une formule de composition
¢ € COMP[M SO] avec (x1,...,z,)VL(¢), telle que :

QUELY (21, sn) = ATV g (1, 20n)

et réciproquement.



34 CHAPITRE 3. LANGAGE DE COMPOSITION DE REQUETES MONADIQUES



Chapitre 4

Expressivité du langage de
composition

Dans ce chapitre nous prouvons que la composition de requétes monadiques MSO-définissables
COMP[MSO)] capture exactement la classe des requétes MSO-définissables, i.e. la classe des
requétes n-aires régulieres. Plus formellement, le théoréme suivant énonce ce résultat :

Théoréme 5 (MSO-Complétude). Toute requéte de composition query, - €COMP[MSO]
est égale a une requéte MSO query, . €t réciproquement.

Il suffit pour cela de montrer que toute formule de composition ¢ a n variables libres
est équivalente a une formule MSO v & n variables libres, et réciproquement. <<Equivalente>>
signifie ici que pour tout arbre ¢ € T§ et pour tout valuation v des variables libres de ¢ dans
dom(t), t,v, € Fcowp(ars0] ¢ si et seulement si ¢, v =50 .

Le chapitre se décompose en deux sections, chacune contenant la preuve d’une direction
du théoreme 5.

41 COMP[MSO] = MSO

Dans cette section nous établissons la preuve du lemme suivant :

Lemme 7. Toute requéte de composition sur des requétes monadiques MSO-définissables est
MSO-définissable.

Avant de prouver ce lemme, nous établissons un lemme plus général sur la composition
de requétes monadiques quelconques. Pour un ensemble fini () de requétes monadiques, on
note (By)qeq la famille finie de prédicats By, pour une requéte monadique ¢ € @, ot By est
interprété par :

Vt e Ty Bl ={(m,mm) € dom(t)? | m € q(t|r,)}

De plus, rappelons que pour un ensemble @ de requétes monadiques, FO[(By)scq U T]
désigne I’ensemble des formules de la logique du premier ordre sur le vocabulaire (By)qeqUT.

Lemme 8. Pour toute formule de composition ¢ € COMP|P| sur un ensemble P de requétes
monadiques quelconques telle que VL(¢) = {x1,...,x,}, il existe un sous-ensemble fini Q C P
de requétes monadiques et une formule y(x1,...,2z,) de FO[(By)qeq UT] telle que :

tv,e ¢ ssi tEpoy(v(xr),. .., v(x,))

35
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Démonstration. Prenons () 'ensemble des requétes monadiques apparaissant dans ¢. Alors
on définit la fonction de codage [.] d’une formule de composition vers une FO[(By)4eq U TJ-
formule inductivement par :

[4] = Jy root(y) A¢]y avecy & VL(¢)

la(y)]= = By(z,y)
la(y)-9]e = Bylz,y) Aloly
[61 A goe = [o1]e A [d2]e
[[¢1 \ ¢2]]w = [[¢1]]x \% H¢2ﬂx

Intuitivement, la fonction [.], indexée par la variable = définit le codage d’une formule sous
une variable & qui dénote le noeud de relativisation. Plus formellement, il faut montrer tout
d’abord que t,v = [¢]. ssit,v,v(x) E ¢ (*). Nous donnons la preuve pour le cas ¢ = ¢(y),
les autres cas étant de simples applications de I'hypothese d’induction et/ou du premier cas.

t,v, l/(I) ): q(y) ssi relatz/(:c) (V(y)) € Q(t|l/(:c))
ssi (v(z),v(z).(relat,4)(v(y)))) € B,
ssi t,v = By(z,y)
ssi t,v = [a(y)]a

On peut maintenant démontrer que le codage est correct :

tvel= ¢ ssi tvly —e,v(y) = ¢ ety ¢ VL(9)
ssi (par (¥)) t,vly < € = [4]y
ssi t,v = 3y root(y) A [¢]y
ssi tv = [4]
De plus, root(y) est définissable en FO, donc en MSO, ce qui termine la preuve. O

On peut alors énoncer le premier lemme d’équivalence des requétes :

Lemme 9. Pour toute requéte de composition query, - sur un ensemble de requétes mo-
nadiques, il existe un ensemble fini QQ de requétes monadiques et une formule ’y(?) de
FO[(Bg)geq U T] telle que :

tE~y(T)ssi T € query,, = (t)

Démonstration. En utilisant le lemme 8 et le codage défini dans sa preuve, il suffit de prendre
la formule :

(@) =3VL(¢) -7 [¢]

Nous pouvons maintenant prouver le lemme 7.

preuve du lemme 7. En utilisant le lemme 8 et le lemme 9, il suffit alors de montrer que
pour toute requéte ¢ monadique MSO-définissable , le prédicat B, est MSO-définissable. Nous
définissons le codage inductivement sur la structure de la formule MSO définissant la requéte
monadique (¢(2)[z < y] est la formule 1) dans laquelle toute les occurences libres de z ont
été remplacées par y) :
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Bauery, ., (@,y) = <" yA{(2)[z — ylSs

{Si(u,v) Sz = Si(u,v) Vie{l,...,k}
(z € Xz = z€eX

{(3z¢5(x) = Jzaz*2A {00

(3295, = 3Zx<"Z N (¢S

(o1 N d25 = ($15: N P25

Z¢1 v ¢23$ = szlsw v Zﬁb?sx

(m¢5e = (P

ou (x <* Z) est défini par (Vz z € Z — 2 <% 2), et z,u,v € Var.

La premiere ligne permet de remplacer toutes les occurences libres de z de la formule
1 par la variable y, et le codage défini par {¢(y){, transforme la formule v afin que toute
quantification dans v soit relativisée par rapport a x, ceci permet de relativiser le domaine
d’interprétation des variables quantifiées dans 1 a tout noeud en dessous de x. Pour prouver
la correction du codage, il faut prouver la proposition (*) suivante :

t ): Bquerywz) (7717 772)
Vit € Té, Vi, o € dom(t) ssi ()

(m1,m2) € {(m,7n) | t]x = (')}

Soit t € TE, et v une valuation telle que v(x) = 7, alors pour toute formule v € MSO,
t,v = {¢§, implique par définition que pour toute variable libre z et toute variable libre
du second ordre Z apparaissant dans 1, on a v(z) <* v(z) et v(z) <* v(Z). Pour prouver
(*), prouvons d’abord par induction sur les formules que : t,v = (9§, si et seulement si

t‘l/(x relat ( ) ': ¢ (**)

t,v = {Si(u,v)$y ssi t,v | Si(u,v) et v(x) <* v(u) et v(z) <* v(v)
ssi t’l/(:c) = Si(relaty(z)(y(u)),relat $( (v)))

tvE{lze X§, ssi tvEze X etv(x) <t u(z) et v(z) <* v(X)
ssi tl,(z), relat, ) (v(2)), relat, ) (¥(X)) F (2 € X)

t,v = {3205, ssi t,vEJz < 2 A0S,
ssi 3m € dom(t) tq t,v[z — 7] = ({¢§:) et v(z) <* 7
ssi 37’ € dom(t],(y)) tq t[y(z), Telat,(y)(V[z « ) [ ¥
ssi |y, relat,y)(v) = 329

Les autres cas sont similaires. Prouvons maintenant (*), soit ¢ € T et 71,72 € dom(t),
alors :

t, [.%' —TL,Y 71—2] ): BquerYw(z) (xu y) ssi m <%y et t, [:C ML Y 72] 'Z Zw( [Z — Z/]Sw(UC y)
ssi tlr, [y —relaty (m)] =(y)  (par (*%))
s () € {(mrn) | the F ()

O
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4.2 MSO = COMP[MSO]

Dans cette section nous établissons la preuve du lemme suivant :

Lemme 10. Toute requéte MSO-définissable est égale a une requéte de composition sur des
requétes monadiques MSO-définissables, i.e. de COMP[M SO)].

11 suffit (et c’est 'objet de cette section) de prouver le lemme suivant :

Lemme 11. Pour toute formule MSO (x1,...,x,) 4 n variables libres il existe un en-
semble fini Q@ de requétes monadiques et une formule de composition ¢ € COMP[Q)] telle que

{z1,...,2,} C VL(®) et QUeTYy (p, oy = QUeTYy(y o).

La preuve est moins directe que la preuve du lemme 7, et se décompose en plusieurs
étapes :

1. par le théoreme 3, il existe un automate d’arbre A et un ensemble de sélection S C
states(A)" tel que query,, = query 4 ¢

2. il existe un nombre fini de configurations dans lesquelles se trouvent les éléments sélectionnés
(par exemple, dans le cas binaire, si (m1,m2) est solution de la requéte, alors 7 <* g,
ou Ty <% 71, ou 7w et w9 sont incomparables et w1 est a droite de w9 dans ’arbre, ou m;
et 7o sont incomparables et 7 est a droite de m; dans I’arbre)

3. pour toute configuration, on décompose en runs partiels un run acceptant de 'automate
A extrayant des n-uplets qui respectent cette configuration. Un run partiel sélectionne
un élément du n-uplet, et en recomposant les runs partiels en respectant la configuration
donnée, on arrive a reconstruire un run acceptant global qui sélectionne le n-uplet entier.

4. pour décrire une configuration, on décrit la position relative des ancétres communs des
composantes d’un n-uplet sélectionné

5. la requéte de composition finale est une disjonction suivant toutes les configurations des
différentes descriptions de ces configurations et des runs acceptants sur celles-ci.

Afin de donner 'intuition de la preuve, nous étudions informellement le cas des requétes
ternaires dans les arbres binaires.

4.2.1 Cas ternaire

Nous étudions informellement le cas des requétes ternaires, afin de donner 'intuition de
la notion de configuration, et de la décomposition d’un run en runs partiels. Partant d’une
formule MSO a trois variables libres ¥ (z,y, z), il s’agit donc de construire une requéte de
composition query, ., .) équivalente. D’aprés le théoréme 3 il existe un automate Ag et
un ensemble de sélection S tel que query,, = query 4  g. Les requétes monadiques utilisées
serviront & décrire des runs partiels de Ag, et les configurations. Elles seront de quatre types :

mE Runi ,(t) ssi il existe un run de Ag sur ¢ qui étiquette la racine par p et m par p’
T e RungCcept (t) ssi il existe un run acceptant de Ag sur ¢ qui étiquette 7 par p

T € Get,(t) ssi 7 est le i-eme fils de la racine de ¢
7 € Laby(t) ssi 7 est la racine de ¢ et est étiquetée par f € &
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] |
Tg Ty Ty T
PN PN
| |
| |
Ty Tz
/\ /\
| | | |
Ty = 7Ty T, Ty 7Ty = Ty

F1G. 4.1 — exemples de positionnements relatifs

pour tout p,p’ € states(Ag), et pour tout i € {1,2}. Ces requétes monadiques sont
MSO-définissables (voir proposition 3).

Etant donné un arbre ¢ € T3 tel que t, (7, Ty, 72) = (2,9, 2), il existe plusieurs position-
nements relatifs possibles (mais en nombre fini) pour les positions relatives des éléments du
triplet (7, my,7.). La figure 4.1 donne une liste d’exemples de positionnements relatifs, liste
non exhaustive ; il manque par exemple tous les cas ou les composantes sont permutées. On
peut remarquer sur ces exemples que la description des positionnements relatifs fait interve-
nir les ancétres communs, et donnent les positions relatives de ces ancétres communs et des
éléments du triplet. Etant donnée une description C' des positionnements relatifs du triplet
(7z, Ty, 7), on cherche alors une formule de composition ¢ telle que tout triplet (7, my, 7)
est solution de query, (., .)(t) si et seulement si il est solution de query, , .\(t) et res-
pecte les positionnements relatifs définis par C. La formule de composition recherchée doit
donc traduire 'existence d’un run global qui sélectionne le triplet (75, 7, 7.) qui respecte C'.
Se placer dans une description des positionnements relatifs C' permet de traduire 'existence
d’un run par I’existence de runs partiels entre les ancétres communs des éléments des n-uplets
résultats de la requéte qQUETY yy(py 2 les positions relatives des ancétres communs devant étre
cohérentes avec C. Afin de décomposer un run de Ag sélectionnant des triplets dans une des-
cription donnée des positions relatives, il est nécessaire d’enrichir cette description avec les
étiquettes des noeuds des ancétres communs, des états de I’automate, et des noms donnés aux
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variables dénotant les ancétres communs, ainsi que les éléments du triplet, en respectant les
regles de I'automate. De plus, afin de reconstruire un run global de I’automate, nous devons
utiliser les fils des ancétres communs, auxquels nous devons aussi donner un nom de variable.
Cette notion de description des positions relatives enrichie est appelée configuration. Nous
donnons maintenant deux cas particuliers de configurations, et la description de la configura-
tion et d’un run de Ag sélectionnant (z,y, z) sous forme d’une requéte de composition.

En supposant pi,...,ps € states(As), f(p1,p2) — p3 € rules(As), 9(ps,p5) — D6 €
rules(Ag), g(p1,p2) — p3 € rules(Ag), et (pz,py,p2) € S, voici deux configurations et la
description des runs acceptant associés a ses configurations :

Configurations Runs
£,X6,P6
/\ Runaccept ($6) A
X4,P4 X5,P5 Labg( 6)-
| ! (Get: (x4).
: : Runp3 (z3))A
o ‘ ‘ Laby(x3).
f;x3,p3 Z, Pz (/;\etl(xl) Run, (2)
X1,P1 X2,P2 Geto(z2).Runb? (y)
| | A
: : (Geta(ws) Rung?(2)))
| |
TPz Y, Py
£,X1,P3
/\
X2,P1  X3,P2
| | Runge®P (1) A
: : Labg(x1).
Co ‘ ‘ (Get(z2).Runb! (y).Runp! ()
A
y,|py % Pz Geto(w3).Runb?(2))
|
L, Pz

Avant de donner une intuition sur la preuve d’équivalence des requétes, définissons formel-
lement la fonction var(resp. sta) qui & une étiquette d’un noeud d’une configuration associe
la variable(resp. I’état) apparaissant dans cette étiquette :

var (Var X states(As)) U (X x Var x states(Ag)) — Var
Rre
sta : (Var x states(As)) U (X x Var x states(Ag)) — states(Ag)

{ f,:vp Hp
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Si on appelle ¢; la formule correspondant au run sur la configuration C1, alors t, v, € = ¢
si et seulement si (v(z),v(y), v(2)) est dans la configuration C; et il existe un run acceptant r
de automate Ag qui étiquette v(x) par p;, v(y) par py, et v(2) par p,, v(x2) par p2, v(z3) par
p3, etc... Intuivement, on dira qu’un run r sur ¢ et une valuation v dans dom(t¢) des variables de
C1 respectent (' si et seulement si, si on voit C; comme un arbre, alors ’arbre des positions
relatives des noeuds valués par v est «similaire »a C'1, et que le run r est cohérent avec les
états associés aux variables dans la configuration, i.e. r(v(var(Ci(w)))) = sta(Ci(m)).

respecte la configuration C si et seulement si v

Alors, sit, v, e = ¢1, alors il existe un run r acceptant tel que (v, ) respecte la configuration
(', et par conséquent, le run r sélectionne dans ¢ le triplet (v(x),v(y),v(2)), qui est donc
solution de la requéte de départ.

En supposant que t,v,€ |: ¢1, voyons comment construire un run acceptant r tel que
(v,7) respecte la configuration C;. Puisque Runje®" (z6) est satisfaite par v(zg), il existe un
run r,, acceptant qui étiquette v(zg) par pg, par définition. De méme, comme Runb; (z3) est
satisfaite par v(x3), il existe un run ry, 5, acceptant qui étiquette v(z3) par p3 et v(x4) par
P4, etc... Le run r est alors défini par :

Tz () sim<* v(ze)

Tayms(m)  siv(zg) <* 7 et non m <* v(xs)
rime T H(m) siv(xs) <t

T z(m)  siv(z)<*7w

Taoy(m)  siv(zy) <*7

r est une application des noeuds de I'arbre vers les états, car définie en correspondance
avec la configuration, et c’est bien un run, car les regles f(p1,p2) — p3, et g(p4,p5) — Pe
appartiennent a l’automate, et il est acceptant car r;,(€) € finals(Ag). Par définition de r,
et par l'affirmation (*), (r,v) respecte la configuration C.

Réciproquement, s’il existe un run acceptant r et une valuation v qui respectent la confi-
guration C1, alors on peut montrer par induction sur la formule que ¢, v, € = ¢1.

Si on note v¢ la formule de composition décrivant un run associé a une configuration C,
et ¢ la formule \/ Yc, alors query, . .y = qUeryy ;. .y

C' configuration

Remarque 6. Remarquons que la combinaison de tous les runs partiels ryq, 7z, 25, €tc... en
un run acceptant r est rendue possible par 'intégration dans la configuration de regles de
transition de l'automate au niveau des «points de jonctions » (ici le noeud étiqueté par
(9,6, p6) €t (f,z3,p3)). Intégrer des régles de transition dans les configurations suppose qu’on
ait un controle de tous les fils du noeud au niveau duquel on applique la regle de transition.
Ce controle se fait un donnant un nom de variable a chacun de ses fils. Par exemple, dans
le cas des arbres ternaires, la figure 4.2 donne I'exemple d’une configuration qui explicite
I'importance d’avoir ce controle.

Avant de donner la preuve dans le cas général, prouvons la proposition 3 qui établit la
MSO-définissabilité des requétes monadiques :

Proposition 3 (MSO-définissabilité des requétes monadiques). Pour tout p,p’ €
states(Ag), et pour tout i € {1,...,k}, les requétes monadiques Runz,, Runjy™P', Lab; et
Get; sont MSO-définissables.
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9,%6,P6
L4, P4 T5,P5 8, P8
| |
f7 €3, pP3 Z, Pz

T

r1,P1 Tr,Ppr T2,P2

ol g(pa,ps,ps) — pe € rules(Ag) et f(p1,pr,p2) € rules(As).

CHAPITRE 4. EXPRESSIVITE DU LANGAGE DE COMPOSITION

FiG. 4.2 — Exemple de configuration dans le cas des arbres ternaires

Démonstration. Supposons que states(Ag) = {p1,...,pn}, et soit ¢(X,,,...,X,,) la for-
mule a n variables libres du second ordre définie par :
¢ Xpys- s Xp,) = Vo V(@ € Xp) AN\ Va(z € Xp, = N\jpv & Xp))
AVz A\ ((1abels(z) Az € X)) —
feXx
p € states(Ag)
( \V A\ 3 Si(z,y) Ny €Y3,))

fpr,.opn) = p
€ rules(Ayg)

(pour plus d’explications sur la formule voir section 2.4.1)

Soient maintenant les formules suivantes :

qbg,(x) = 3X,,...3X,, o(Xp, ..., Xp,) Ax € Xy AJy root(y) Ay € X,
aCCept(x) = 3X,, ...3X,, o(Xpy, ..., Xp,) ANz € X, ATy root(y) A Vpefinals(As) yeX,

w]:(:v) = Jy root(y) A S;i(y, )

Alors Rung, = querydi, (z)» Runp

accept _ qQUeTY yaccept ) €6 Get; = quUeTyy, ().
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4.2.2 Cas général

Ici nous prouvons le lemme 11 en généralisant la construction vue dans la section précédente
au cas des requétes n-aire dans les arbres d’arité bornée k sur un alphabet 3. Nous formalisons
la notion de configurations et la construction des runs acceptants associés.

Fixons d’abord quelques notations :

k la borne sur ’arité des arbres
P(T) :  une formule MSO a n variables libres du premier ordre
() : une formule de composition telle que

query,z) = query, (et quon va construire)
Zl,...,Tn : les variables du premier ordre telles que (z1,...,x,) = T
Var~ . Var — {z1,...,2,}
Ag : Un automate d’arbre complet Ag tel que S C states(Ag)

et query 4, g = queryy,z)
(le théoreme ?7? montre qu'il existe)

ainsi que root'® qui retourne la variable contenue dans I’étiquette de la racine d’une
configuration, et root®'® qui retourne I’état contenue dans 1’étiquette de la racine d’une
configuration, i.e. root"® = var o label o root et root®* = sta o label o root.

Nous avons explicité dans le cas ternaire le role de certains noeuds de la configuration,
fils des noeuds au niveau desquels on veut appliquer une transition de 'automate afin de
combiner les runs partiels. Si ces noeuds ne représentent pas des noeuds a sélectionner, on
parle alors de noeuds intermédiaires. Nous allons définir, par une grammaire, les configurations
comme des arbres dont la racine n’est pas un noeud intermédiaire. Pour cette raison, nous
typons les arbres générés (de maniére implicite dans la grammaire). Certains seront des arbres
générés a partir d'un axiome i, («i »pour intermédiaire), et d’autres, & partir d'un axiome
¢p («c »pour configuration), pour p € states(Ag). Les noeuds des arbres générés seront
étiquetés dans Var x states(Ag) ou ¥ x Var x states(.Ag) (si le noeud est un noeud au
niveau duquel on veut appliquer une régle de transition de l'automate). Plus formellement,
définissons I’ensemble C%:(As) des configurations d’un automate de requéte Ag sur des arbres
d’arité bornée k et d’un n-uplet de variables @, pour un n-uplet de sélection s € S donné.

Définition 23 (Configuration). Une configuration C' dun n-uplet de variables = =
(1,...,xy) et d'un automate de requéte Ag sur des arbres d’arité borné k est, pour un n-
uplet de sélection s € S fixé, un arbre d’arité bornée k sur I'alphabet (Var x states(Ag)) U
(3 x Var x states(Ag)) engendré par la grammaire G suivante a partir de l'axiome c :
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op = ¢ ip p € states(Ag)

ip = (z,p) x € Var™, p € states(Ag)
|(z,p)(cpr) x € Var™, p € states(Ag)

¢ = (z4,p) p= Projz‘(?)

x € Var, p’' € states(Ag)
. . —
si x = x; alors p=proj,('s)
f €Y, xeVar, p,p1,...,pn € states(Ag), n <k (
i | Op; = CPiH >2 (2
(
(

| (z,p)(cp)

| (£,2,p)(0ps, - 0pn) si x =x; alors p=proj,(¥)

f(p1,...,pn) — p € rules(Ag)

¢ u= ey || oo | o {p1,...,pm} = states(Ag)

tel que pour tout 1 < ¢ < n, il existe un noeud 7 et un seul tel que x; apparait dans
label®(r), et que toute variable de Var apparait au plus une fois dans la configuration.

Remarque 7. Détaillons les différentes regles de la grammaire une a une.

Reégles dont ’axiome est de type i,. Intuitivement, la racine d’'un arbre I est un
noeud intermédiaire (I est alors généré a partir d’un axiome i,) si et seulement si :
— c’est une feuille qui ne représente pas une composante a sélectionner (c’est le cas par
exemple de la feuille étiquetée par (z7,p7) dans larbre de la figure 4.2)
— ou c’est un noeud qui ne représente pas une composante a sélectionner, et qui a un seul
fils, qui lui-méme n’est pas un noeud intermédiaire (c’est le cas par exemple du noeud
étiqueté par (x4, p4) dans 'arbre de la figure 4.2).

Regles dont I’axiome est de type c,. La racine d'un arbre C' n’est pas un noeud

intermédiaire (C' est alors généré a partir d'un axiome c) si et seulement si :

— c’est une feuille qui représente une composante a sélectionner (noeud étiqueté par (z,p,)
dans larbre de la figure 4.2). L’état associé doit alors étre sélectionnant pour cette
composante.

— ou c’est un noeud qui a un fils qui n’est pas un noeud intermédiaire. S’il représente
une composante a sélectionner, alors 1’état associé doit étre sélectionnant pour cette
composante.

— ou c’est un noeud qui est un noeud de jonction, ¢’est a dire un noeud qui permettra de
recombiner les différents runs, par application locale d’une regle de transition de ’auto-
mate. On a besoin de recombiner plusieurs runs d’automates si et seulement si le noeud
de jonction représente I’ancétre commun d’au moins deux composantes (différentes de
lui-méme) a sélectionner, c’est ce que traduit la condition (2) de la regle de production.
La condition (3) impose comme d’habitude que si le noeud représente une composante
a sélectionner, alors 1’état associé doit étre sélectionnant pour cette composante. Enfin
la condition (4) impose, pour pouvoir faire la jonction des runs en appliquant une regle
de transition de I'automate, que la regle formée par les états associées au noeud soit
une regle de 'automate.
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Enfin, nous imposons que toutes les variables utilisées soient différentes, et que chaque
variable sélectionnante soit utilisée exactement une fois.

Comme pour les formules, nous définissons une notion de variables libres. Intuitivement,
les variables libres d’une configuration sont les variables qui sont utilisées dans cette configu-
ration.

Définition 24 (variables libres d’une configuration). On définit 'ensemble VL(C') des
variables libres d’une configuration '€ C xn)('AS) inductivement par :

- VL((z,p)) = {z}

- VL((z,p)(0)) = {2} UVL(c)

- VL((f,z,p)(c1,- .- en)) ={z} UU; VL(e:)

—
S

Remarque 8. Pour tout configuration C' € C( xn)('AS)’ on a {z1,...,x,} C VL(C), ou

TLyeeey
- —
T = (T1,...,2p).

Comme les noms des variables (différentes des x;) qui apparaissent dans les étiquettes
d’une configuration ne sont pas importants, et que la seule chose importante est qu’ils soient
tous différents, nous définissons une relation d’équivalence (a-conversion =) entre deux confi-
gurations, et diront que deux configurations sont égales si et seulement si elles appartiennent
a la méme classe d’équivalence.

—
S

(1o (As) sont équivalentes
(noté C7 =, C2) si et seulement si il existe une bijection x de VL(C7) vers VL(Cs) telle que
pour tout i € {1,...,n}, x(z;) = x; et les conditions suivantes sont satisfaites :

— dom(C) = dom(C>)

— Vm € dom(C1), Ci(m) = (x, q) ssi Ca(m) = (x(x),q)

- Vme dom(Cl), Cl(ﬂ-) = (f,l',Q) ssi CQ(Tr) = (faX(‘r)7Q)

Proposition 4. La relation =, est une relation d’équivalence.

Définition 25 (a-conversion). Deux configurations C et Cy de C

Etant donnée une configuration, on cherchera ensuite, comme dans le cas ternaire, a décrire
un run respectant cette configuration, et on fera une disjonction sur toutes les configurations.
Il faut donc que 'ensemble des configurations soit fini, c’est ce que prouve le lemme suivant :

Lemme 12. L’ensemble Cgl,---,xn)(AS) est fini modulo 'alpha-conversion =, .

Démonstration. 11 suffit de montrer que I’ensemble des arbres générés par la grammaire G de
la définition 23 est fini modulo a-conversion.

Soit C' un arbre généré a partir d'un axiome ¢, par la grammaire G (voir définition 23).
Montrons qu’il existe au moins une de ses étiquettes qui contient une variable de z" (pro-
priété (*)). Montrons le par induction sur la structure de C. Soit C' est une feuille, alors par
définition de la grammaire, cette feuille contient nécessairement une variable de . Soit la
racine de C' n’a qu'un seul fils, alors il nécessairement généré a partir d’un axiome c,s, d’apres
les regles de production, et on peut appliquer I’hypotheése d’induction. Soit la racine possede
au moins deux fils générés par des axiomes ¢,y et ¢, alors on applique I’hypothese d’induction.

Montrons maintenant par induction que la hauteur d’'un arbre C' généré a partir d’un
axiome « est bornée par nc le nombre de noeuds de C' contenant des variables de 7 si
a = ¢p, et ng + 1 si a = ip. Pour simplifier on dira qu'un arbre est de type ¢,(resp. ip) s'il
est généré dans G a partir d'un axiome cp(resp. ip).
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— C = (z,p) : c’est immédiat.

— C = (z,p)(C") : alors C' est forcément de type ¢, donc h(c) < ner. Si C est de type
¢p, alors z est sélectionnante, et h(C) = h(C') +1 < ner +1 =ne. Si C est de type ip,
alors h(C) =h(C")+1<ne +1=nc+1.

- C=(f,z,p)(C1,...,Cyp). Soit I tel que pour tout i € I, C; est de type cp,, et soit J tel
que pour tout i € J, C; est de type ip,. Alors h(C) = max (maxr h(C;), max ; h(C;))+1.
Notons m = maz (mazxr nc,,mazy nc, + 1) + 1, alors par hypothese d’induction,
h(C) < m. De plus, on sait que Xnc, + Xnc, < nc, et d’apres la condition (2) de la
grammaire G et la propriété (*), ¥ne, > 2. Il y a alors deux cas :

— Siil existe ig € J tel que m = ne,, +2, alors h(C) < ne,, +2 < e, +Egne; < ne.

— Si il existe ig € I tel que m = nc,, +1, alors d’apres la condition (2) de la grammaire
G il existe j # ig tel que n¢; < 1, donc h(C) < ne,, + 1< ne,, +ne; < Ymg, <
Yng;, + Xyne; < ne.

Soit maintenant C' une configuration, alors comme chaque variable de 7 = (z1,...,2,)
apparait exactement une fois dans C', on a n¢ < n, et par conséquent A(C) < n. Comme l'arité
est bornée par k, et que le nombre d’arbres d’arité bornée par k et de hauteur bornée par n
sur un alphabet fini est fini, I’ensemble des configurations est fini (modulo a-conversion). [

Nous allons maintenant définir formellement les notions évoquées dans 1’étude du cas
ternaire, a savoir la notion de respect d’une configuration C' par une valuation v des variables
libres de la configuration vers le domaine d’'un arbre t € T§ et par un run sur ’arbre ¢.
Informellement v respecte la configuration C' si il y a un isomorphisme d’ordre préfixe entre
les noeuds de la configurations et les valuations dans dom(t¢) des variables libres de C. D’autre
part, un run r respecte une configuration s’il étiquette les noeuds de l'arbre par des états,
en cohérence avec les états de la configuration, selon l'ordre préfixe. On prouvera ensuite
que si un run et une valuation respecte une configuration, alors le run est acceptant, et la
requéte de composition est équivalente a la requéte par automate. Nous prouverons aussi
la réciproque, en montrant comment, a partir d’'une valuation satisfaisant une formule de
composition décrivant une configuration, on peut reconstruire un run acceptant respectant la
configuration.

Définition 26 (valuation d’une configuration dans un domaine). Etant donnés une
configuration C € (C(ic1 xn)(.As) et un arbre ¢ € T%, une valuation v des variables libres de

C' est une application de VL(C) dans dom(t).

Etant donné une configuration C, notons <7, I'ordre préfixe sur les noeuds de C'. De méme
pour un arbre t € T. é, notons <j 'ordre préfixe sur les noeuds de ¢.

Etant donnés une configuration C', un arbre t € Tg, et une valuation v des variables libres
de C dans dom(t), définissons corr, Papplication qui fait correspondre les noeuds de C' avec
certains noeuds de ¢ :

corr, : dom(C) — dom(t)
v —  v(var(C(m)))

Définition 27 (ordre induit par une configuration). Etant donnés une configuration
C, un arbre ¢t € T¥, et une valuation v des variables libres de C' dans dom(t), on dit que
v respecte l'ordre induit par la configuration C' si et seulement si I'application corr, est un
isomorphisme de (dom(C'), <f,) vers (v(VL(C)), <f), i.e. m <5 7' ssi corr, (m) <f corr,(n').
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Définition 28 (respect d’une configuration). Etant donnés une configuration C' € (C(zl zn)(AS)’

un arbre ¢ € Tg, une valuation v des variables libres de C' dans dom(t), et un run r de 'auto-
mate Ag sur t. On dit que (t,7,v) respecte la configuration C' si et seulement si :
— v respecte I'ordre induit par la configuration C'
— pour tout noeud 7 de C' tel que label® () = (f,z,p), t(corr,(n)) = f
— pour tout noeud 7 de C' tel que p soit un état de 'automate apparaissant dans labelc(ﬂ)
(ie sta(label® (7)) = p), r(corr,(n)) = p

Le lemme suivant établit la correspondance entre requétes et configurations :

Lemme 13. Etant donnés un arbret € TE et (my,...,m,) € dom(t), (w1, ...,m,) € query 4, 5(t)
(fm,...,x
riables libres de C avec pour touti € {1,...,n}, v(x;) = m;, telles qu’il existe un run acceptant

r de automate Ag sur t tel que (t,r,v) respecte C.

si et seulement si il existe une configuration C € C n)(AS) et une valuation v des va-

Démonstration. Nous montrons les deux directions de I’équivalence séparément.
= : par hypothese, (71,...,m,) € query 4, ¢(t), donc il existe un run r sur ¢ acceptant, et

(S1,...,8n) € S tel que r(m;) = s; pour tout 7. Nous définissons maintenant informellement
la construction de la configuration C'. Premierement nous donnons une transformation § du
domaine de t vers le domaine de C. Intuitivement, la transformation § ne conserve que les
noeuds de ¢ qui vérifient les propriétés (*) : ils sont des composantes sélectionnées, ou des
plus petits ancétres communs de composantes sélectionnées, ou des fils de plus petits ancétres
communs de composantes sélectionnées si cela est nécessaire (noeuds intermédiaires) ; et crée
I’arbre de la relation préfixe de ces noeuds. Plus formellement, décomposons la fonction § en
une fonction extract qui extrait d’un arbre ¢, et d’un n-uplet de noeuds donnés, les noeuds
satisfiant (*), et en une fonction pref qui & un ensemble de noeuds, associe l'arbre de ses
relations préfixes.

Définissons formellement ’ensemble extract(t) C dom(¢), pour un arbre ¢ donné, par un
calcul de plus petit point fixe :

T E (M1, Tn)
T € extract(t)

1 (composantes sélectionnées)

T1,..., Ty € extract(t)
m = ppac(7m,...,mp) 2 (plus petit ancétre commun)
T € extract(t)

T € extract(t)
|{i | mi € dom(t) A In’ € extract(t), mi <* 7'} >2 3 (noeuds intermédiaires)
{mi | mi € dom(t)} C extract(t)

La fonction extract est illustrée figure 4.3.

Définissons maintenant la fonction pref, qui a tout ensemble de noeud D C dom(t) tel
que le plus petit élément de D par 'ordre préfixe existe, associe 'arbre pref (D) des relations
préfixes des éléments de D. A cette fin définissons la relation d’équivalence préfixe ~p sur un
ensemble D de noeuds par :
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il existe un élément minimal 7,4, par <* dans D tel que

vo,i'eD w~7 . R
’ Tmin €st le plus petit ancétre commun de 7 et 7’

Remarquons que ~p est une relation d’équivalence. Notons maintenant ppe(D’) le plus
petit élément, s’il existe, d’'un ensemble de noeud D’. Par définition de ~p, pour tout D’ €
D/.,, ppe(D’) existe. De plus, notons <3, 'ordre lexicographique sur les noeuds. Alors,
pref(D) est définie par :

pref({r}) = = si D={nr}

pref(D) = (ppe(D))(pref(D;),...,pref(D,)) si |D|>2, avec
{DI; s Dn} = (D - ppe(D>)/ND—ppe(D)
et ppe(D1) Tiex - - iex PPE(Dn)

La fonction pref est illustrée figure 4.3.

Alors le domaine de la configuration C' est défini par dom(pref (extract(t))), et la fonction
0, si on voit pref (extract(t)) comme une application d’'un domaine d’arbre vers un ensemble
d’étiquettes (ici les noeuds de extract(t)), d est définie par :

o(t) : dom(C) — extract(t)

k

Remarquons que dom(C') est bien un domaine d’arbre d’arité bornée k, car si un noeud
de extract(t) a plus de deux fils dans extract(t), alors, par définition de extract(t), tous
ses fils (dans t) sont dans extract(t), donc il n’existe qu’au plus k classes d’équivalences a
chaque étape.

La transformation § définit donc une bijection entre extract(t) et les noeuds de dom(C),
et par définition, 0 est un isomorphisme de (extract(t), <j) dans dom(C), <, (*).

Ensuite, il faut construire I’étiquettage de dom(C'), se qui se fait assez naturellement. Soit
7 € dom(C), alors :

1. Si §~Y(m) est une composante sélectionnée 7; et si 7 a au plus un fils, alors C(7) =
(zi, (671 (m)))

2. Si 6~ !(7) est une composante sélectionnée 7; et si 7 a strictement plus dun fils, 7 est
un noeud de jonction, alors C() = (t(67 (7)), =, r(671(7)))

3. ce cas reprend les deux premiers, & la différence que §~!(7) n’est pas une composante
sélectionnée, dans ce cas la variable choisie doit étre différente des variables de 7’

On s’arrange de plus pour que toutes les variables soient différentes. La transformation
complete de ¢, r, et (m1,...,7,) en configuration est illustrée figure 4.4. Le run et l'arbre
sont représentés sur le méme arbre et les composantes sélectionnées sont en caractere gras.
Enfin, on définit la valuation v des variables de C' dans dom(t) par (var o §)~! (qui est bien
définie puisque var et § sont bijectives, puisque qu’on impose que toutes les variables soient
différentes). Par construction et par la remarque (*), (¢,7,v) respecte la configuration C, et
on a fini de prouver la premiere direction.

< Ce cas est plus immédiat. En effet, s’il existe une configuration C' et une valuation v
telle que v(z;) = m;, et un run acceptant r tel que (¢, r,v) respecte C, alors comme les états
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1 2 3
14’2\13 2:1 31 32 33
mo o
12|11 2111
extract

extract(t) = {¢,1,121,2, 3,33}

pref

pres
pref(extract(t)) = €

P

1£1 3|3

F1G. 4.3 — Fonctions extract et pref avec un triplet de sélection (1,121,33)

p; associés aux variables x; dans la configuration C' sont tels que (p1,...,pn) € S, et que
par définition du respect d’une configuration, r(v(x;)) = r(m;) = p;, on peut conclure, par
définition d’une requéte par automate. O

Nous donnons maintenant le lemme central de la preuve :

Lemme 14. Soient une configuration C € (C(_‘il ...xn)('AS)7 un arbre t € Tg, un n-uplet de
noeuds (w1, ...,Ty), et une valuation v des variables libres de C' telle que v(x;) = m; pour tout
i € {l,...,n}. Alors il existe une formule de composition [C] sur des requétes monadiques

MSO définissables avec VL([C]) = VL(C), telle que les deux propositions suivantes soient
équivalentes :
— il existe un run acceptant r de Ag surt tel que (t,r,v) respecte C

- t,v,e = [C]

Pour construire la formule [C] pour une configuration C, comme dans le cas ternaire, il
est nécessaire de définir quelques requétes monadiques :

T e Rung,(t) ssi il existe un run de Ag sur ¢ qui étiquette la racine par p et w par p’
T E Runf,Lccept (t) ssi il existe un run acceptant de Ag sur ¢ qui étiquette 7 par p

T € Get;(t) ssi 7 est le i-eme fils de la racine de ¢

7 € Laby(t) ssi 7 est la racine de t et est étiquetée par f € ¥

7 € True(t) ssi 7 € dom(t)
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Preuve du lemme 1. La formule [C] est définie par :

[ Runy®P'(x) A Laby(z).{C§ si C(e) = (g, ,p)
191 ={ ot ()16 si C(0) = (zp)

ou {C'§ est inductivement définie par :

{(z,p)§ = True

{(z,p)(C)§ = (Run),(y).LC§ si C(e) = (y,p') ou C(e) = (9, y,p")
. /\z Geti( Z)ZCJ si Vi, C,L(G) :( iy )

R { Ni Geti(Zi)/\Labg(yi)~ZCiS si Vi, Ci(e) = <§, y}:,p)

V&, y1,...,yn € Var Vp,p’ € states(Ag) Vg € &
Nous montrons d’abord un résultat (**) liée a la transformation (.§ :

Etant donné un arbre ¢, une configuration C' et une valuation v dans dom(t) de ses va-
riables libres, qui vérifient les conditions du lemme, alors il y a équivalence entre les deux
propositions :

— il existe un run r de Ag sur t tel que (¢,r,v) respecte C

— tyv,v(root™?r (C)) = (C§

Nous montrons la premiere direction par induction :

— C = (z,p) : c’est immédiat

- C = (x,p)(C") : supposons que root"*(C’) = y et root®*?(C’) = p/, alors comme
(t,r,v) respecte la configuration C, r(v(x)) = p et r(v(y)) = p’. Si on note 7|, le
run sur t|,(,) induit par 7 en position v(z), alors comme r(v(x)) = 7|, (»)(€) = p et
T(V(y)) = T|V(x) (Ielatu(x) (V(y>)) = p/7 on a relatl/(a:) (V(y)) S Rungf (ﬂu(z)) (*) Comme
(t,v,r) respecte la configuration C, alors il respecte aussi la configuration C’, donc par
hypothese d’induction, ¢, v, v(root"*(C")) E (C'S, i.e. t,v,v(y) = {C'S. En combinant
avec (*) et par définition de la sémantique de la composition, t, v, v(root"**(C)) = {CS§.

- C = (g,z,p)(C") : ce cas se traite similairement.

Montrons ’autre direction :

— C = (x,p) : supposons que root"® (C) = z, alors si t,v,v(x) = [C§, c’est donc que
t,v e = [C], et donc que t,v,e = Runi™"(x), donc il existe un run sur tly (@) qui
étiquette relat, ) (v(z)) = € par p, ie t[,(,)(€) = p, donc, I'automate étant complet, il
existe un run sur ¢ qui étiquette v(x) par p, et tel que (¢,r,v) respecte C.

— C = (x,p)(C") : supposons que root”" (C") = y et root®**(C”) = p', alors relat, ) (v(y)) €
Runi, (t|y(z))- Donc il existe un run sur ¢, qui étiquette la racine de t|, ) par p et
relat, ) (v(y)) par p/, et, comme I'automate est complet, il existe donc un run 7’ sur
t qui étiquette v(z) par p et v(y) par p'.

De plus, comme par hypothese on a t, v, v(y) | {C’§, par hypothese d’induction, il existe
un run r” sur ¢ tel que (¢,7”,v) respecte la configuration C’. Définissons maintenant le
run r sur ¢ de la maniere suivante :

{ r'(m)  siw<*v(x)
rime— Sy, .
r"(r)  sinon

Alors par construction, r est run sur t tel que (¢,7,v) respecte C.
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~ C =(g,2,p)(C") : ce dernier cas se traite de maniére similaire aux deux premiers

Enfin, prouvons I’équivalence du lemme, dans le cas d’une configuration C telle que C'(¢) =
(2,p) :

t,v e = [C] ssi Runp P (2).{C'§
ssi (par définition de la sémantique)
t,v, € = Runy P () et t, vlyr oy, v(z) | (CS et Yy € VL({CS), v(z) <* v(y)
ssi (par définition de la requéte monadique)
il existe un run r’ acceptant sur ¢ tel que
la racine de ¢ soit étiquetée par un état p et ¢, v|yrgcy), v(2) F (O
ssi (par (*%))
il existe un run 7’ acceptant sur ¢ tel que
la racine de t soit étiquetée par un état p
et il existe un run 7" sur ¢ tel que (¢, v|yrcs), ") respecte C
ssi (en prenant r tel que définie plus haut, a partir de r’ et r”)
il existe un run r acceptant sur ¢ tel que (¢,r,v) respecte C

Nous pouvons maintenant prouver le lemme 11 :

Preuve du lemme 11. Soient 9(z1,...,x,) une formule MSO & n variables libres. Alors
d’apres le théoreme 3, il existe un automate d’arbre Ag et un ensemble de sélection S C
states(Ag)" tel que query, = query,  g. Soit @ I'ensemble fini de requétes monadiques
suivant :

accept

Q= {(Rung )p,p’Estates(As)a (Runp )pestates(As)v (Geti)1§i§k7 (Labf)fEE}

Soit ¢ la formule de composition sur ) définie par :

¢ = \ [C]

€S ceCg
(G zn)

Soit t € TE et (71,...,m,) € dom(¢)™. On a alors :



52 CHAPITRE 4. EXPRESSIVITE DU LANGAGE DE COMPOSITION

(T1y..., ) € queryAS,S(t)

ssi (par les lemmes 13 et 14)

—
S

il existe 5 € 9, C € Clorony(As) et v VL(C) — don(t)
telle que pour tout i € {1,...,n}, v(z;) = m
tel que t,v, ¢ = [C]

ssi (par égalité des ensembles de variables libres)
il existe 5 € 5, C € C(zl,...,xn)('AS) et v: VL([C]) — dom(t)

telle que pour tout i € {1,...,n}, v(z;) =m
tel que t,v, e = [C]

ssi (par définition de ¢)

il existe v : VL(¢) — dom(t) telle que pour tout i € {1,...,n}, v(z;) =m
et telle que t,v,e = ¢

Enfin, la conclusion vient de query 4. ¢ = query, o, . o.)-
]
4.3 Corollaire
Corollaire 1. Pour toute formule ¢(x1,...,x,) de MSO[T] a n-variables libres, il existe

un ensemble fini B de prédicats binaires MSO-définissables tel que ¢ est équivalente a une
formule de FO[T U B

Démonstration. D’apres le théoreme 5, il existe ¢ € COMP[M SO] telle que queryy,, . =
qQUeryy (4. a,)- La formule de composition ¢ est définie sur un ensemble fini M de requétes
monadiques MSO-définissables. Or, d’aprés le lemme 9, il existe un ensemble fini B de
prédicats binaires MSO-définissables et une formule v de FO[TU B] tels que query .
qQUery.(z, .z,) = AUETYy(y, . o), C€ qui permet de conclure.

T1,eyZn) -
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f,q
f,qz, f.q’ f,q
, f,q
g,q &F f,q 84 8d 8
q
g7c_|I{L'1 g|
q
g,q 8

1 2 3
//////T\\\\\\ 2H ////1\\\\\
11 12 13 | 31 32 33

|
121 211
|
1911 2111
extract
—

extract(t) = {¢,1,121,2, 3,33}

pref
—
pref(extract(t)) = €
1 2 3
| |
121 33
—
frxq

/ 1
2,4z, € ,q €T ,q

x17Q$1 $37Qx3

Fi1G. 4.4 — transformation d’un arbre, son run et un triplet de composantes sélectionnées, en

configuration

53



54

CHAPITRE 4. EXPRESSIVITE DU LANGAGE DE COMPOSITION



Chapitre 5

Composition dans les arbres
ordonnés d’arité non bornée

Comme nous I'avons souligné dans 'Introduction, les documents XML/HTML sont na-
turellement représentés par des arbres d’arité mon bornée finie ou unranked trees, ie pour
lesquels le nombre de fils d’'un noeud n’est pas borné. Par exemple, dans un arbre HTML
correspondant & une liste, le nombre de fils du noeud étiqueté par LU n’est pas borné (voir
figure 5.1).

Nous allons montrer comment étendre la composition dans les arbres d’arité non bornée,
en passant par un codage des arbres d’arité non bornée dans les arbres d’arité bornée.

5.1 Requétes dans les arbres d’arité non bornée

5.1.1 Arbres d’arité non bornée

Définissons les arbres d’arité non bornée et voyons quel vocabulaire leur est associé, pour
les voir comme des structures.

Les arbres d’arité non bornée sont définis comme les arbres d’arité bornée, mais sans
restriction sur le nombre de fils des noeuds.

Définition 29 (Domaine d’arbre d’arité non bornée). Un domaine d’arbre d’arité non
bornée est un sous-ensemble fini D de N* (monoide libre sur N) tel que :

1. sim € D et «’ est un préfixe de m, alors #’ € D

2. simi € D pour ¢ € N, alors pour tout 0 < j <1, mj € D

Définition 30 (Arbres ordonnés d’arité non bornée). Un arbre ordonné t d’arité non
bornée sur un alphabet ¥ est une application d’'un domaine d’arbre D d’arité non bornée vers
Y. L’ensemble D des noeuds de 'arbre sera aussi noté dom(t).

Enfin, I’ensemble des arbres ordonnés d’arité non bornée sera noté Tx.

Remarquons que T = Jycy TE,

Les notions de sous-arbre, d’ordre préfixe, de taille et de hauteur sont naturellement
étendues sans difficulté aux arbres d’arité non bornée.

95



56 CHAPITRE 5. ARBRES D’ARITE NON BORNEE

LU

LI LI LI LI
| | | |

pain saucisson vin biere

Fi1Ga. 5.1 — Une liste en HTML représenté par un arbre d’arité non bornée

5.1.2 Arbres d’arité non bornée comme structures [15]

Un arbre d’arité non bornée ¢t € Tx peut étre vu comme une structure sur le vocabu-
laire T* = {label,(.),first_child(.,.),next_sibling(.,.)}4cx de domaine dom(t), ou les
prédicats label, sont interprétés comme d’habitude, et ou :

first child® = {(m,7l) | 7l € dom(t)}
next_sibling! = {(mi,n(i+1)) | 7(i+ 1) € dom(t)}
5.1.3 Requétes

La définition d’une requéte n-aire est aussi naturellement étendue aux arbres d’arité non
bornée par :

Définition 31 (requéte sur arbres d’arité non bornée). Une requéte n-aire q sur les
arbres d’arité k est une application qui a tout arbre t € Ty, associe un sous-ensemble de
dom(t)" :

vVt € T, q(t) C dom(¢t)"

Les requétes par formules MSO définies de la méme maniere que dans les arbres d’arité non
bornée, mais sur le vocabulaire T". La figure 5.2 donne l'exemple d’une requéte queryy;y)
qui sélectionne toutes les paires de noeuds (7, 7’) tel que 7 est étiqueté par a, et 7’ est un frere
droit de 7. Dans cet exemple, 7 est un frére de 7’ si et seulement si ¢ |= next_sibling*(m, 7).

next_sibling*(z,y) =

VX [xze XA
Vz1Vzo (next_sibling(z1,22) Az1 € X — 29 € X)]
— yeX

Y(z,y) = label,(z) A next_sibling™(x,y)

Fia. 5.2 — Requéte MSO sur les arbres d’arité non bornée

5.1.4 Automates d’arbres d’arité non bornée et requétes réguliéres

Similairement au cas des arbres d’arité bornée, il existe des notions d’automates sur de tels
arbres, tel que si on étend la notion de régularité aux langages d’arbres d’arité non bornée,
le théoreme de Thatcher et Wright (2) est toujours valide [19, 15]. Nous ne présentons pas
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ici en détail les automates, mais nous citons par exemple les automates a pas ([8]), qui utilise
directement une construction algébrique des arbres d’arité non bornée, et les automates a
haies [19], dont les régles de transitions sont de la forme f(L) — ¢, ou L est un langage
rationnel de mots d’états de 'automate. Ces deux notions d’automates sont équivalentes [8],
en terme de reconnaissancance de langage, et en terme de runs. On parlera donc d’automates
d’arbres d’arité non bornée. La notion de run est de méme étendue au cas des automates
d’arité non bornée.
On définit de maniére similaire au cas bornée les requétes par automates :

Définition 32 (Requétes par automates [17]). Etant donné un automate d’arbres A
d’arité non bornée, un entier n, et un ensemble S C states(.A)"™ appelé ensemble de sélection,
la requéte query 4 ¢ par U'automate A et l’ensemble de sélection S est définie par :

Vte Ty query,g(t) ={(m,...,m) | il existe un run acceptant r sur ¢
tel que (r(m),...,r(m,)) € S}

Une requéte est dite réguliére si elle est égale a une requéte par automate.

Remarque 9. On peut indifféremment parler de requétes par automates a pas et de requétes
par automates a haies, puisque les deux formalismes de requétes sont équivalents [8].

Le théoreme de Thatcher et Wright est toujours vrai :

Théoréme 6. Une requéte est réguliére si et seulement si elle est MSO[T"]-définissable.

5.2 Composition dans les arbres d’arité non bornée

On définit la composition dans les arbres d’arité non bornée via un codage vers les arbres
binaires. La requéte de composition sera donc définie sur le codage binaire des arbres. Notons
bin(t) le codage d’un arbre d’arité non bornée t € Ty, dans I’ensemble des arbres T&, sur un
alphabet . Ce codage définit donc une bijection corr; de I'ensemble des noeuds de dom(t)
dans I’ensemble des noeuds de dom(bin(¢)). Soit  un ensemble de requétes monadiques sur
les arbres binaires. Soit ¢ € COMP[Q] une formule de composition dans les arbres binaires sur
T%,, alors la requéte queryg77 dans les arbres d’arité non bornée est définie par :

vt e T, queryy » = corr;l(query¢7?(bin(t)))

Définissons maintenant le codage binaire bin(¢) d’un arbre d’arité non bornée ¢.

5.2.1 Codage binaire

Nous utilisons un codage «first_child — next_sibling »[15]. Intuitivement, si un noeud
7 € dom(bin(t)) est deuxieme fils d'un noeud 7’ € dom(bin(t)), alors, c’est que corr; (r)
est le frere droit immédiat de corr; 1(77’ ); si c’est le premier fils d’'un noeud n’ qui a deux
fils, alors, corr; '(m) est le premier fils de corr; ! (') ; par contre, si c¢’est le premier fils d’un
noeud 7’ qui n’a qu'un seul fils, alors il faut pouvoir déterminer si corr, L) et corr; L)
sont liés par une relation de freres, ou s’ils sont liés par une relation de fils. Pour cela, nous
enrichissons ’alphabet avec des nouveaux symboles qui gardent cette information.

Soit ¥ = X U (X x {se, sf, sef}). Intuitivement un noeud 7 € dom(bin(t)) est étiqueté
par (a,se) si et seulement si corr, L(m) est étiqueté par a dans t, et est sans enfants (se).
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Un noeud 7 € dom(bin(t)) est étiqueté par (a,sf) si et seulement si corr; ! () est étiqueté
par a dans t, et est sans freres (sf). Un noeud 7 € dom(bin(t)) est étiqueté par (a,sef) si
et seulement si corr; !(m) est étiqueté par a dans t, et est sans freres et sans enfants (sef).
Enfin, un noeud m € dom(bin(t)) est étiqueté par a € X si et seulement si corr; !(7) a un
frére et un enfant. La figure 5.3 donne un exemple de codage. Plus formellement, si on note
addr(t) la fonction qui & un arbre ¢ associe 1 si ¢ est une feuille, et 2 sinon, la correspondance
de domaines corr; : dom(t) — dom(bin(t)) est définie récursivement par :

corry(e) = €
corry(y,, 4, (im) = l.addr(t1)...addr(t;—1).corry,(m)

Enfin, 'arbre bin(t) est définie par I’application :

bin(t) : corry(dom(t)) — dom(t)

label(corr; !(m)) si corr; !(r) a un fils et un frére
- (1abel(corr; '(7)),se) si corr;'(m) a un frére mais pas de fils
(1abel(corr; *(n)),sf) si corr;'(m) a un fils mais pas de fréres
(1abel(corr; '()),sef) si corr;'(m) n’a ni fils ni fréres
a — (a,sf)
/’\ |
b C d (b,se)
PR |
e f ¢

/\
(e,se) (d,sf)

(f,s‘ef)

Fi1G. 5.3 — Codage binaire

5.2.2 MSO-complétude

Similairement au cas borné, nous montrons la MSO-complétude de la composition dans
le cas des arbres d’arité non bornée :

Théoréme 7 (MSO-complétude). Pour toute requéte query,,, .y, MSO[T"]-définissable,

il existe un ensemble fini Q) de requétes monadiques régulicres sur les arbres de T%,, et une
formule de composition ¢ € COMP[Q)], telle que (x1,...,zy) € VL(¢) et telle que :

Vi €T,  queryyg,, .., (t) = corry (queryy ;.. (bin(t)))

Réciproquement, pour toute formule de composition ¢ € COMP[Q] pour un ensemble fini
de requétes monadiques régqulieres Q, telle que x1,...,x, € VL(¢), il existe une formule

Y(z1,...,z,) MSO[TY]-définissable telle que :

vt € TEa querY'z/)(zl,...,;tn)(t) = Corr;l(querY(z),(xh...,a:n)(bin(t)))
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Démonstration. Pour prouver ce théoreme, nous définissons un codage [.], des formules de
MSOI[T*] vers les formules de MSOIT], tel que leurs modeles soient égaux modulo le codage
binaire (ie que ’équation (1) définie plus loin est satisfaite).

Réciproquement, nous définissons un codage [.],, des formules de MSO[T] vers les formules
de MSO[T"] tel que leurs modeles soient équivalents modulo le codage binaire.

Ainsi, il suffira d’utiliser le théoréeme 5 dans le cas borné pour conclure.

Les codages sont définis figure 5.4.

Il faut maintenant prouver que pour tout arbre t € Tx, et pour tout ¢’ € T2, :

— t,v Epsopre) ¢ ssi bin(t), corry o v E=yrsom [¢] (1)

— t',v Easom ¢ ssi bin ('), corr, ' o v Eysome [8]u (2)

La preuve se fait par induction sur la structure des formules, et la difficulté se situe au
niveau des cas de bases. Nous donnons simplement une idée de la preuve de (1) dans le cas
de la formule next_sibling(x,y) : si t | next_sibling(m,7’), alors 7 est le frére de m,
donc si m n’a pas d’enfants, alors, corr;(n’) est le premier fils de corri(w) dans le codage
binaire, et s’il a des enfants, alors c¢’est le deuxieme fils, donc, bin(t), corr(w), corri(7') =
[next_sibling(x,y)],.

Réciproquement, si bin(t), corry(m), corri(n’) | [next_sibling(z,y)],, alors comme
t,corr,(m) = se(x) V —se(x), alors si ¢, corr(n) = se(x), corr(n’) est le premier enfant de
corry(m), et par le codage, 7’ est bien un frere de 7. L’autre cas est similaire.

Soit maintenant une formule ¢ (z1,...,x,) de MSO[T"] et t € Ty, alors par I’équation
(1), on a : query,z)(t) = corrt_l(query[[w(?)ﬂr(bin(t))) et d’apres le lemme 10, il existe une
famille finie de requétes monadiques régulieres () sur les arbres de T%,, et une formule de
composition ¢ € COMP[Q)] telle que " € VL(¢) et querypy(zy), (bin(t)) = query, - (bin(t));
d’out query,,z)(t) = corrt_l(query(b’?(bin(t))).

Réciproquement, soit ) une famille finie de requétes monadiques régulieres, soit ¢ une
formule de composition sur Q tel que T € VL(¢), et soit t € Ty, alors par le lemme 7, il existe
une formule (%) MSO|T]-définissable telle que query, - (bin(t)) = query, z)(bin(t)).
Alors par ’équation (2), on a corrgl(queryd)’?(bin(t))) = queryw(?)]]u(bin_l(bin(t))) =
queryp,z), (t)- Ce qui termine la preuve.

O
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Définissons tout d’abord quelques formules sur les arbres d’arité non bornée :
— se(x) = Vy —first_child(z,vy)
— sf(z) = Vy —next_sibling(z,y)

— sef(x) = se(z) Asf(x)

Arité bornée vers arité non bornée

Hlabel (a,se) (x)ﬂu

[1abel(yse)(2)]u

Hlabel a,sef) ( )]]U
[label,(x)].

[child(z,y)].

[childa(x,y)]w
[ € X]u
[Bzd].

[3X 9]

[[_'qb]]u

[[¢1 A ¢2]]u

Arité non bornée vers arité bornée

[1abel, ()],
[first_child(z,y)],
[next_sibling(x,y)],
[[.%' S XIIT

[Bxo]

[FX 9],

[[ﬁqs]]r

[p1 A p2],

labely(z) A se(x)
label,(z) A sf(x)
label,(z) A sef(z)
label,(z)
(Vaex [1abel(, o) (7)]u) — next_sibling(z,y) A
(Vaex [1abel(, ey (7)]w) — first_child(wz,y) A
(Vaes [1abely(z)]s) — first_child(z,y)
next_sibling(x,y) A —se(x)
ze X
Fz[¢]u
AX[¢].
_'[[gb]]u
[[¢1ﬂu N [[(bQ]]u

labely(z) V 1abel(, sq)(7) V 1abel(, s5)(7) V label (g ses)(T)
childy(7,y) A =V 4ex 1abel(, se)(T)

([se(z)]r — childi(z,y)) A ([-se(x)], — childa(z,y))
reX

Az[o],

AX[9],

ﬁ[[gb]]r

[P1]- A [@2]r

FiG. 5.4 — Codages des formules MSO



Chapitre 6

Conclusion

Nous avons défini un formalisme pour les requétes n-aires dans les arbres d’arité bornée,
basé sur la composition de requétes monadiques. Nous avons donné un algorithme efficace pour
répondre aux requétes, et avons prouvé que si les requétes monadiques sont régulieres, alors
toutes les requétes que ce formalisme permet d’exprimer sont régulieres, et réciproquement,
toute requéte réguliere (et donc MSO-définissable) est exprimable dans ce formalisme, avec
des requétes monadiques régulieres. Nous en avons déduit un corollaire important : toute
formule MSO a n-variables libres sur les arbres d’arité bornée est équivalente a une formule
de FO sur des prédicats binaires MSO-définissables.

Nous avons ensuite montré la nécessité de représenter les arbres comme des arbres d’arité
non bornée, dans le contexte XML/HTML, et avons étendu le formalisme de composition &
de tels arbres, via un codage des arbres d’arité non bornée vers les arbres binaires.

Perspectives Plusieurs pistes sont possibles. Nous aimerions pouvoir définir un langage
de composition directement dans les arbres d’arité non bornée, sans passer par le codage
binaire, ayant I'expressivité de MSO. Cela doit étre possible en se restreignant non pas aux
sous-arbres, mais au sous-haies (on garde aussi toute la partie a droite — par la relation de
frere — du noeud sélectionné). La preuve de MSO-complétude doit étre alors similaire au cas
borné, en adaptant la notion de configurations aux automates a haies.

Il serait aussi intéressant d’étendre le langage de composition aux arbres non ordonnés. Il
existe plusieurs formalismes logiques sur les arbres non-ordonnés [6] : MSO[child(.,.)], avec
un seul prédicat child qui dénote la relation pere-fils, CMSO, extension de MSO[child(.,.)]
avec la possibilité de compter modulo des entiers (|X| = i[j]), et PMSO, extension de
CMSO avec des formules de Presburger (comparaison entieres < et divisibilité |) sur les
cardinaux des ensembles dénotés par les variables du second-ordre. A chaque formalisme lo-
gique correspond une notion d’automate, on peut alors étendre le théoréeme de Thatcher et
Wright & ces trois formalismes. Nous pensons que toute requéte MSO[resp. CMSO, PMSO]-
définissable sur les arbres non ordonnés est exprimable comme une composition de requétes
monadiques MSO[resp. CMSO, PMSO]-définissables. Cela impliquerait que toute formule
MSO[resp. CMSO, PMSO]-définissable sur les arbres non ordonnés, & n variables libres, se-
rait équivalente a une formule de FO sur les arbres non ordonnés, définies sur des prédicats
binaires MSO[resp. CMSO, PMSO]-définissables. Il pourrait alors étre intéressant de trouver
une structure (les graphes par exemple), avec sa logique associée (dans le cas des graphes,
MSOledge(.,.)], ou edge dénote la relation d’aréte), pour laquelle ce corollaire ne serait
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plus vrai. De maniére plus générale, il serait intéressant de bien formaliser la «décomposition
»d’une formule n-aire en formules p-aires, p < n, et d’établir certaines propriétés générales
sur les structures et les logiques pour lesquelles cette décomposition est possible.

En outre, il serait intéressant d’implémenter ce formalisme, en utilisant des bibliotheques
de requétes monadiques, et en offrant des facilités pour exécuter une requéte directement sur
un fichier html ou xml.

Enfin, nous allons étudier les propriétés d’apprenabilité du formalisme de composition,
en relation avec les travaux de Julien Carme et Patrick Marty, de ’équipe Grappa [1]. 11
serait alors intéressant de développer une application d’apprentissage intéractif de wrappers,
comme dans le logiciel Squirrel [3] de I’équipe Grappa, mais orienté vers 'apprentissage de
la composition. Par la méme, il faudra étudier certains formalisme de composition, pour
lesquels il existerait un algorithme de réponse plus efficace, I'objectif étant d’obtenir une
complexité linéaire en la taille du résultat de la requéte. De plus, il serait important de trouver
une implémentation efficace de I'algorithme de réponse aux requétes compositionnelles, afin
d’obtenir une meilleure complexité que celle qui a été donnée dans le chapitre Langage de
composition.
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